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Ïðåäãîâîð

Êíèãàòà å ó÷åáíèê, ïðåäíàçíà÷åí çà ñòóäåíòèòå îò Ôàêóëòåòà ïî ïðèëîæíà ìàòåìà-
òèêà è èíôîðìàòèêà (ÔÏÌÈ), ÎÊÑ �áàêàëàâúð�. Òîé îáõâàùà ìàòåðèàëà îò äèñöèïëè-
íàòà �Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç 2�, êîÿòî ñå èçó÷àâà îò ñïåöèàëíîñò �Ïðèëîæíà ìàòåìà-
òèêà è èíôîðìàòèêà� ïðåç âòîðèÿ ñåìåñòúð íà îáó÷åíèåòî. Ìîæå äà ñå èçïîëçâà è îò
ñòóäåíòèòå íà âñè÷êè îñòàíàëè ôàêóëòåòè íà ÒÓ�Ñîôèÿ, êàêòî è îò äðóãè ñòóäåíòè,
êîèòî èçó÷àâàò òîçè ìàòåðèàë, à ñúùî òàêà îò âñåêè, êîéòî æåëàå äà îáîãàòè çíàíèÿòà
ñè â îáëàñòòà íà ìàòåìàòèêàòà è ïðèëîæåíèåòî �è âúâ ôèçèêàòà è èíæåíåðíèòå íàóêè.

Â ó÷åáíèêà ñà çàñòúïåíè ðàçäåëèòå �Äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå çà ôóíê-
öèè íà äâå è ïîâå÷å ïðîìåíëèâè�, �Äâîåí, òðîåí, êðèâîëèíååí è ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë�,
êàêòî è òåõíèòå ïðèëîæåíèÿ.

Âñÿêà òåìà âêëþ÷âà íåîáõîäèìèÿ òåîðåòè÷åí ìàòåðèàë. Äàäåíè ñà äîêàçàòåëñòâà
íà ãîëÿìà ÷àñò îò òâúðäåíèÿòà, íî ïîðàäè îãðàíè÷åíèÿ áðîé ñòðàíèöè ÷àñò îò òÿõ ñà
ïðîïóñíàòè. Èçëîæåíèÿò ìàòåðèàë å ïîäêðåïåí ñ ìíîãî ïðèìåðè, êîèòî íåñúìíåíî ñïî-
ñîáñòâàò çà ïî-ïúëíîòî ìó è çàäúëáî÷åíî óñâîÿâàíå è îñìèñëÿíå íà ìàòåìàòè÷åñêèòå
ôàêòè. Ìàòåðèàëúò å îíàãëåäåí ñ 2D è 3D ãðàôèêè, ãåíåðèðàíè ñ èçïîëçâàíå íà Ñèñ-
òåìàòà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà Maple 13, êàòî ÷àñò îò òÿõ ñà îáðàáîòåíè äîïúëíèòåëíî
è ñ Adobe Illustrator CS3. Âñè÷êî òîâà å íàïðàâåíî ñ öåë äà ñå ïîñòèãíå ïî-ãîëÿìà
äîñòúïíîñò è ÿñíîòà íà èçëîæåíèåòî.

Âñè÷êè ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè â ó÷åáíèêà ëåìè è òåîðåìè ñà íîìåðèðàíè ñ òðè
÷èñëà. Ïúðâîòî îçíà÷àâà íîìåðà íà ãëàâàòà, âòîðîòî å íîìåðúò íà ñåêöèÿòà, à òðåòî-
òî å ïîðåäíèÿò íîìåð âúòðå â ñàìàòà ñåêöèÿ, êàòî íîìåðàöèÿòà å îòäåëíà çà ëåìèòå
è òåîðåìèòå. Íîìåðàöèÿòà íà çàáåëåæêèòå, äåôèíèöèèòå è ôîðìóëèòå ñëåäâà ñúùèÿ
ïðèíöèï.

Èçëîæåíèÿò ó÷åáåí ìàòåðèàë å ñòðóêòóðèðàí â øåñò ãëàâè.

Ïúðâà ãëàâà èìà â èçâåñòåí ñìèñúë ïîäãîòâèòåëåí õàðàêòåð. Â íåÿ ñå ðàçãëåæäàò
íÿêîè âàæíè íåðàâåíñòâà, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå, è ñå äàâàò
îñíîâíè äåôèíèöèè è ôàêòè, ñâúðçàíè ñ ïðîñòðàíñòâîòî Rm.

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå èçó÷àâàò ôóíêöèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Òÿ å èçöÿëî ïîñâåòåíà
íà äâåòå îñíîâíè ïîíÿòèÿ íà àíàëèçà � ãðàíèöà è íåïðåêúñíàòîñò.

Â òðåòà ãëàâà å îòäåëåíî âíèìàíèå íà äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèè íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè, êàêòî ÿâíè, òàêà è íåÿâíè.

Â ÷åòâúðòà ãëàâà å çàñòúïåíî èçó÷àâàíåòî íà ðàçëè÷íèòå âèäîâå åêñòðåìóìè íà
ôóíêöèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè � ëîêàëíè, óñëîâíè, ãëîáàëíè.
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Ïåòà ãëàâà çàïî÷âà ñ èçó÷àâàíå íà ìÿðêàòà â Rm è ïðîäúëæàâà ñ äåôèíèöèÿ, ñâîéñ-
òâà è ïðèëîæåíèå íà ìíîãîêðàòíè èíòåãðàëè.

Ïîñëåäíàòà, øåñòà ãëàâà ñå îòíàñÿ çà êðèâîëèíåéíè è ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè è
ñúùî âêëþ÷âà òåõíèòå äåôèíèöèè, ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðúò èçïîëçâà âúçìîæíîñòòà äà èçêàæå ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò
íà ãë. àñ. Ò. Ñòàí÷åâà çà íåîöåíèìàòà ïîìîù ïðè òåêñòîîáðàáîòêàòà íà ãîëÿìà ÷àñò îò
êíèãàòà.

Éîðäàíêà Ïàíåâà-Êîíîâñêà, äîö. ä-ð

Ôàêóëòåò ïî ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, Òåõíè÷åñêè óíèâåðñèòåò � Ñîôèÿ,

Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå.



Ãëàâà 1

Ïðîñòðàíñòâîòî Rm

1.1 Íÿêîëêî âàæíè íåðàâåíñòâà

Äà çàïî÷íåì èçëîæåíèåòî ñ íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè�Øâàðö. Íåêà ak è
bk (k = 1, 2, . . .m) ñà ðåàëíè ÷èñëà è m ∈ N.

Òåîðåìà 1.1.1 (Íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö) Â ñèëà å ñëåäíîòî íå-
ðàâåíñòâî: (

m∑
k=1

akbk

)2

5
(

m∑
k=1

a2k

)(
m∑
k=1

b2k

)
. (1.1.1)

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî ak è bk ñà ïðîïîðöèîíàëíè, ò.å. ñú-
ùåñòâóâà òàêîâà ðåàëíî ÷èñëî λ0, ÷å bk = λ0ak çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà
k = 1, 2, . . .m.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì âåðíîñòòà íà (1.1.1), ñå âúçïîëçâàìå îò
íåðàâåíñòâîòî:

m∑
k=1

(akt+ bk)
2 = 0, (1.1.2)

êîåòî å òðèâèàëíî èçïúëíåíî çà ∀t ∈ R è ak, bk ∈ R. Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñ-
òâî âîäè äî (

m∑
k=1

a2k

)
t2 + 2

(
m∑
k=1

akbk

)
t+

m∑
k=1

b2k ≥ 0, ∀t,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å äèñêðèìèíàíòàòà D 5 0. Íî òîãàâà
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8 ÃËÀÂÀ 1. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎÒÎ RM

D̃ =
D

4
=

(
m∑
k=1

akbk

)2

−

(
m∑
k=1

a2k

)(
m∑
k=1

b2k

)
5 0,

îòêúäåòî èñêàíîòî íåðàâåíñòâî àâòîìàòè÷íî ñëåäâà. Ðàâåíñòâî, êàêòî ñå
âèæäà îò (1.1.2), å âúçìîæíî åäèíñòâåíî çà òàêîâà t0, çà êîåòî akt0+ bk = 0
çà âñè÷êè ðàçãëåæäàíè ñòîéíîñòè íà k. Äîêàçàòåëñòâîòî íà (1.1.1) çàâúð-
øâà, âçåìàéêè λ0 = −t0. �

Çàáåëåæêà 1.1.1 Íåðàâåíñòâîòî (1.1.1) ìîæå äà ñå çàïèøå è â ñëåäíàòà
åêâèâàëåíòíà ôîðìà: ∣∣∣∣∣

m∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ 5
√√√√ m∑

k=1

a2k

√√√√ m∑
k=1

b2k, (1.1.3)

ïîëó÷åíà îò (1.1.1) ñëåä êîðåíóâàíå.

Äðóãî èíòåðåñíî íåðàâåíñòâî, êîåòî å ÷àñòåí ñëó÷àé íà èçâåñòíîòî íå-
ðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè, å äàäåíî ïî-äîëó.

Òåîðåìà 1.1.2 (Íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè) Â ñèëà å ñëåäíîòî íåðà-
âåíñòâî: √√√√ m∑

k=1

(ak + bk)
2 5

√√√√ m∑
k=1

a2k +

√√√√ m∑
k=1

b2k. (1.1.4)

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî ak è bk ñà ïðîïîðöèîíàëíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò÷èòàéêè (1.1.3), ñóìàòà ïîä êâàäðàòíèÿ êîðåí â ëÿâàòà
ñòðàíà íà (1.1.4) ñå ïðåäñòàâÿ ïîñëåäîâàòåëíî, êàêòî ñëåäâà:

m∑
k=1

(ak + bk)
2 =

m∑
k=1

a2k +
m∑
k=1

b2k + 2
m∑
k=1

akbk

5
m∑
k=1

a2k +
m∑
k=1

b2k + 2

√√√√ m∑
k=1

a2k

√√√√ m∑
k=1

b2k

=

√√√√ m∑
k=1

a2k

2

+

√√√√ m∑
k=1

b2k

2

+ 2

√√√√ m∑
k=1

a2k

√√√√ m∑
k=1

b2k.



1.2. ÂÈÄÎÂÅ ÊÐÀÉÍÎÌÅÐÍÈ ËÈÍÅÉÍÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ 9

Òîâà âîäè äî íåðàâåíñòâîòî:

m∑
k=1

(ak + bk)
2 5

√√√√ m∑
k=1

a2k +

√√√√ m∑
k=1

b2k

2

,

îòêúäåòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà (1.1.4). �
Çàáåëåæêà 1.1.2 Â îáùèÿ ñëó÷àé íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè èìà ñëåä-
íèÿ âèä:(

m∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

5
(

m∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
m∑
k=1

|bk|p
) 1

p

(p ≥ 1). (1.1.5)

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî ak è bk ñà ïðîïîðöèîíàëíè. Íåãîâîòî äî-
êàçàòåëñòâî òóê íÿìà äà èçëàãàìå, òúé êàòî çà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå
å äîñòàòú÷åí ñàìî ñëó÷àÿò p = 2, äàäåí ñ (1.1.4).

Òåîðåìà 1.1.3 Â ñèëà å ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

| ak − bk |5

√√√√ m∑
k=1

(ak − bk)
2 5

m∑
k=1

| ak − bk |, (1.1.6)

çà âñÿêî k = 1, 2, . . .m.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðåçóëòàòúò àâòîìàòè÷íî ñëåäâà îò âåðèãàòà ðåëàöèè ïî-
äîëó:

| ak − bk |25
m∑
k=1

(ak − bk)
2 =

m∑
k=1

| ak − bk |25
(

m∑
k=1

| ak − bk |

)2

ñëåä êîðåíóâàíå. �

1.2 Âèäîâå êðàéíîìåðíè ëèíåéíè

ïðîñòðàíñòâà

Íåêà L å ëèíåéíî (âåêòîðíî) ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåòî R íà ðåàëíèòå
÷èñëà. Â íåãî èìà âúâåäåíè äâå îïåðàöèè � ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ ÷èñëî.
Ïî-êîíêðåòíî:

1) x, y ∈ L⇒ z = x+ y ∈ L
2) x ∈ L, λ ∈ R ⇒ z = λx ∈ L.
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Äåôèíèöèÿ 1.2.1 Êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâîòî L ñå íàðè÷à åâêëè-
äîâî, àêî â íåãî å âúâåäåíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ò.å. çà âñåêè äâà åëå-
ìåíòà x, y ∈ L å ñúïîñòàâåíî ðåàëíî ÷èñëî (x, y), óäîâëåòâîðÿâàùî ñâîéñ-
òâàòà ëèíåéíîñò, ñèìåòðè÷íîñò è ïîëîæèòåëíà îïðåäåëåíîñò:

1) x, y, z ∈ L, λ ∈ R ⇒ (x+ y, z) = (x, z) + (y, z); (λx, y) = λ(x, y)
2) x, y ∈ L⇒ (x, y) = (y, x)
3) x ∈ L, x ̸= 0 ⇒ (x, x) > 0.

Äåôèíèöèÿ 1.2.2 Ïðîñòðàíñòâîòî L ñå íàðè÷à ìåòðè÷íî, àêî â íåãî å
âúâåäåíî ðàçñòîÿíèå (ìåòðèêà) ρ, ò.å. çà âñåêè äâà åëåìåíòà x, y ∈ L å
ñúïîñòàâåíî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî ρ ≥ 0 ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) ρ(x, x) = 0; ρ(x, y) > 0, x ̸= y
2) ρ(x, y) = ρ(y, x)
3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), ∀x, y, z ∈ L.

Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî L ñ ìåòðèêà ρ ñå îçíà÷àâà ñ (L, ρ) .

Äåôèíèöèÿ 1.2.3 Ïðîñòðàíñòâîòî L ñå íàðè÷à íîðìèðàíî, àêî â íåãî
å âúâåäåíà íîðìà ∥ . ∥, ò.å. ∥ . ∥: L→ R+

0 ñúñ ñâîéñòâàòà:

1) x = 0 ⇒∥ x ∥= 0; x ̸= 0 ⇒∥ x ∥> 0
2) x ∈ L, λ ∈ R ⇒∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥
3) x, y ∈ L⇒∥ x+ y ∥5∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

Íîðìèðàíîòî ïðîñòðàíñòâî L ñ íîðìà ∥ . ∥ ñå îçíà÷àâà ñ (L, ∥ . ∥).

Äà îòáåëåæèì, ÷å íîðìàòà è ðàçñòîÿíèåòî â åäíî ïðîñòðàíñòâî ñà î÷å-
âèäíî ñâúðçàíè. Ïî-êîíêðåòíî, íîðìàòà â äàäåíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî
ìîæå äà ïîðîäè ìåòðèêà â òîâà ïðîñòðàíñòâî. Ñ äðóãè äóìè, ìîæå äà ñå
çàïèøå ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 1.2.1 Àêî L å íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî ñ äàäåíà íîðìà ∥ . ∥,
òî L å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ðàâåíñòâîòî ρ(x, y) :=∥ x − y ∥
äåôèíèðà ðàçñòîÿíèå â L.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî îò ñâîéñòâàòà íà ìåòðèêà ρ(x, y) = 0 å î÷åâèäíî
èçïúëíåíî. Çà äà óñòàíîâèì âòîðîòî ñâîéñòâî, èçïîëçâàìå ÷å

ρ(x, y) =∥ x− y ∥=∥ −(y − x) ∥= | − 1| ∥ (y − x) ∥=∥ (y − x) ∥= ρ(y, x).
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Çà òðåòîòî ñâîéñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå:

ρ(x, z) =∥ (x− y) + (y − z) ∥5∥ (x− y) ∥ + ∥ (y − z) ∥= ρ(x, y) + ρ(y, z).

Ñëåäîâàòåëíî òàêà âúâåäåíîòî ρ(x, y) èçïúëíÿâà è òðèòå ñâîéñòâà íà ìåò-
ðèêàòà è ñëåäîâàòåëíî ∥ x− y ∥ èíäóöèðà ìåòðèêà â äàäåíîòî íîðìèðàíî
ïðîñòðàíñòâî L. �

1.3 Ïðîñòðàíñòâîòî Rm � äåôèíèöèÿ è îñíîâ-

íè ñâîéñòâà

Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå âàæíà ðîëÿ èãðàå äàäåíàòà ïî-äîëó äå-
ôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1.3.1 Ïîä ïîíÿòèåòî m-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî Rm ñå ðàçáè-
ðà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè m-òîðêè a = (a1, a2, . . . , am) îò
ðåàëíè ÷èñëà. ×èñëàòà a1, a2, . . . , am ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî ïúðâà, âòîðà,
. . ., m-òà êîîðäèíàòà íà a.

Ñ äðóãè äóìè, Rm ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî m-êðàòíî äåêàðòîâî ïðîèç-
âåäåíèå íà ìíîæåñòâîòî R íà ðåàëíèòå ÷èñëà, ò.å.

Rm = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
m

.

Ïðîñòðàíñòâîòî Rm ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà ñ âúâåäåíè ëèíåéíè îïåðàöèè, ò.å. àêî

a, b ∈ Rm, a = (a1, a2, . . . , am), b = (b1, b2, . . . , bm), ;λ ∈ R,

òî

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , am + bm) ∈ Rm, λa = (λa1, λa2, . . . , λam) ∈ Rm.

Ïî-íàòàòúê ñ ôîðìóëàòà

(a, b) =
m∑
k=1

akbk (1.3.1)

ìîæå äà ñå äåôèíèðà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå. Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å (1.3.1)
èçïúëíÿâà ñâîéñòâàòà íà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Ñ
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òàêà âúâåäåíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâîòî Rm ñå ïðåâðúùà â
åâêëèäîâî. Ñ ðàâåíñòâîòî:

∥ a ∥:=

√√√√ m∑
k=1

(ak)
2 (1.3.2)

ñå âúâåæäà íîðìà â Rm. Î÷åâèäíî å, ÷å (1.3.2) óäîâëåòâîðÿâà ïúðâèòå äâå
ñâîéñòâà íà íîðìàòà. Òðåòîòî ñâîéñòâî ñå ïîëó÷àâà àâòîìàòè÷íî, êàòî ñå
âçåìå ïîä âíèìàíèå (1.1.4), îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å (Rm, ∥ . ∥) å íîðìèðàíî.
Íîðìàòà (1.3.2) ãåíåðèðà ìåòðèêà â Rm ñ ôîðìóëàòà:

ρ(a, b) :=∥ a− b ∥=

√√√√ m∑
k=1

(ak − bk)
2, (1.3.3)

êîåòî ãî ïðåâðúùà â ëèíåéíî êðàéíîìåðíî, íîðìèðàíî è ìåòðè÷íî ïðîñò-
ðàíñòâî.

Çàáåëåæêà 1.3.1 Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî çà ñêàëàðíèÿ êâàäðàò íà a ñå

âúçïðèåìå îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå a2 = (a, a) =
m∑
k=1

a2k, òî íåðàâåíñòâîòî íà

Êîøè-Øâàðö, äàäåíî ñ (1.1.1), è åêâèâàëåíòíàòà ìó ôîðìà (1.1.3) ìîãàò
äà ñå çàïèøàò ïî-êðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(a, b)2 5 a2b2, ñúîòâåòíî | (a, b) |5∥ a ∥∥ b ∥ . (1.3.4)

Íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè çà p = 2, äàäåíî ñ (1.1.4), ïðèåìà âèäà:

∥ a+ b ∥≤∥ a ∥ + ∥ b ∥, (1.3.5)

äîáðå èçâåñòåí êàòî íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà.

1.4 Òî÷êè è ìíîæåñòâà â Rm

Ïî ñâîåòî ñúäúðæàíèå è ôîðìà òàçè ñåêöèÿ ñå ðàçëè÷àâà îò îñòàíà-
ëèòå. Â íåÿ ñà äàäåíè ìíîãî äåôèíèöèè, êîåòî å ñâúðçàíî ñ ãåîìåòðè-
ÿòà íà m-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî Rm. Èçëîæåíèåòî çàïî÷âà ñ ðàçãëåæäà-
íåòî íà íÿêîè åëåìåíòàðíè, íî ïîëåçíè ïîíÿòèÿ. Çà öåëòà íåêà òî÷êàòà
a = (a1, a2, . . . , am) ∈ Rm è δk > 0, k = 1, 2, . . . ,m.
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Äåôèíèöèÿ 1.4.1 Ìíîæåñòâîòî

Π(a; δ1, δ2, . . . , δm) = {x ∈ Rm : −δk < xk − ak < δk} (1.4.1)

ñå íàðè÷à îòâîðåí ïàðàëåëåïèïåä â Rm ñ öåíòúð òî÷êàòà a, à ìíîæåñò-
âîòî

Π̃(a; δ1, δ2, . . . , δm) = {x ∈ Rm : −δk 5 xk − ak 5 δk} (1.4.2)

ñå íàðè÷à çàòâîðåí ïàðàëåëåïèïåä â Rm ñ öåíòúð òî÷êàòà a. Â ñëó÷àé, ÷å
δ1 = δ2 = · · · = δm = δ, ïîëó÷åíèòå ìíîæåñòâà Π(a; δ) = Π(a; δ, δ, . . . , δ)

è Π̃(a; δ) = Π̃(a; δ, δ, . . . , δ) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî îòâîðåí è çàòâîðåí êóá
â Rm ñ öåíòúð a.

Â ÷àñòíîñò çà m = 1 ìíîæåñòâîòî Π(a; δ1) å îòâîðåí èíòåðâàë ñ öåíòúð
â òî÷êàòà a è äúëæèíà 2δ1; àêî m = 2, ìíîæåñòâîòî Π(a; δ1, δ2) å îòâîðåí
ïðàâîúãúëíèê ñ öåíòúð â òî÷êàòà a è ñòðàíè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå
îñè è ñ äúëæèíè ñúîòâåòíî 2δ1 è 2δ2; ïðè m = 3 ìíîæåñòâîòî Π(a; δ1, δ2, δ3)
ïðåäñòàâëÿâà ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä ñ ðúáîâå, óñïîðåäíè íà êîîðäè-
íàòíèòå îñè, ñúîòâåòíî ñ äúëæèíè 2δ1, 2δ2 è 2δ3. Ìíîæåñòâàòà Π̃(a; δ1),
Π̃(a; δ1, δ2), è Π̃(a; δ1, δ2, δ3) ñà ñúîòâåòñòâàùèòå èì çàòâîðåíè ìíîæåñòâà, à
Π(a; δ, δ), Π(a; δ, δ, δ), Π̃(a; δ, δ) è Π̃(a; δ, δ, δ) ñà ñúîòâåòíî êâàäðàòè è êóáîâå
(îòâîðåíè è çàòâîðåíè).

Äà îòáåëåæèì, ÷å äåôèíèðàíèòå â ïðåäíàòà ñåêöèÿ íîðìà è ìåòðèêà
ïîçâîëÿâàò äà âúâåäåì ïîíÿòèÿòà êúëáî è ñôåðà â Rm.

Äåôèíèöèÿ 1.4.2 Íåêà ÷èñëîòî r > 0. Ìíîæåñòâîòî

B(a; r) = {x | x ∈ Rm, ρ(x, a) < r} = {x | x ∈ Rm, ∥ x− a ∥< r} (1.4.3)

ñå íàðè÷à îòâîðåíî êúëáî â Rm ñ öåíòúð a è ðàäèóñ r, ìíîæåñòâîòî

B̃(a; r) = {x | x ∈ Rm, ρ(x, a) 5 r} = {x | x ∈ Rm, ∥ x− a ∥5 r} (1.4.4)

ñå íàðè÷à çàòâîðåíî êúëáî â Rm ñ öåíòúð a è ðàäèóñ r, à ìíîæåñòâîòî

S(a; r) = {x | x ∈ Rm, ρ(x, a) = r} = {x | x ∈ Rm, ∥ x− a ∥= r} (1.4.5)

ñå íàðè÷à ñôåðà â Rm ñ öåíòúð a è ðàäèóñ r.
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Àíàëîãè÷íî íà ïàðàëåëåïèïåäèòå, äåôèíèðàíèòå ïî-ãîðå êúëáà, êàêòî
è ñôåðàòà, ñà îáîáùåíèå íà äîáðå ïîçíàòè ìíîæåñòâà. Òàêà íàïðèìåð, çà
m = 1, îòâîðåíîòî è çàòâîðåíîòî êúëáî B(a; r) è B̃(a; r) ñå ðåäóöèðàò
ñúîòâåòíî äî èíòåðâàëèòå (a − r, a + r), [a − r, a + r], à ñôåðàòà S(a; r)
- äî ìíîæåñòâîòî {a − r, a + r} îò êðàèùàòà íà èíòåðâàëèòå. Çà m = 2
òîâà ñà ñúîòâåòíî îòâîðåíèÿò, çàòâîðåíèÿò êðúã è îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð
â òî÷êàòà a è ðàäèóñ r. Çà m = 3 ñå ïîëó÷àâàò îòâîðåíîòî è çàòâîðåíîòî
êúëáî è ñôåðàòà ñ öåíòúð a è ðàäèóñ r.

Äðóãè îñíîâíè ïîíÿòèÿ, îò êîèòî ñå íóæäàåì, ñà âúòðåøíà, âúíøíà è
êîíòóðíà òî÷êà çà äàäåíî ìíîæåñòâî. Íåêà ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm è a ∈ Rm.

Äåôèíèöèÿ 1.4.3 Òî÷êàòà a ñå íàðè÷à

• âúòðåøíà çà ìíîæåñòâîòî A, àêî ñúùåñòâóâà îòâîðåíî êúëáî B(a; ε) :
B(a; ε) ⊂ A,

• âúíøíà çà A, àêî ñúùåñòâóâà B(a; ε) : B(a; ε) ⊂ Rm \ A,

• êîíòóðíà çà A, àêî çà âñÿêî ε > 0 : B(a; ε)∩A ̸= ∅ è B(a; ε)∩ (Rm \
A) ̸= ∅.

• èçîëèðàíà çà A, àêî ñúùåñòâóâà ε > 0 : B(a; ε) ∩ A = {a}.

Ìíîæåñòâîòî îò âúòðåøíèòå òî÷êè íà ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à íå-
ãîâà âúòðåøíîñò è îáèêíîâåíî ñå îçíà÷àâà ñ IntA, ìíîæåñòâîòî îò
âúíøíèòå ìó òî÷êè ñå íàðè÷à íåãîâà âúíøíîñò è ñå îçíà÷àâà ñ ExtA,
ìíîæåñòâîòî íà êîíòóðíèòå ìó òî÷êè � êîíòóð, è ñå îçíà÷àâà ñ ∂ A ,
a oáåäèíåíèåòî íà A ñ êîíòóðà ìó ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáâèâêà íà A è
ñå îçíà÷àâà ñ [A], ò.å. [A] = A ∪ ∂ A.

Ïðèìåð 1.4.1 Íàïðèìåð çà m = 2 îêðúæíîñòòà S(a, r) å êîíòóð êàê-

òî íà îòâîðåíèÿ è çàòâîðåíèÿ êðúã B(a; r) è B̃(a; r), òàêà è íà ñàìà-
òà ñåáå ñè. Àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå å âÿðíî è â ïðîñòðàíñòâîòî Rm, ò.å.
∂ B(a, r) = ∂ B̃(a; r) = ∂ S(a; r) = S(a; r).

Çàáåëåæêà 1.4.1 Ëåñíî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å âúòðåøíèòå òî÷êè íà äàäåíî
ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæàò íà A, à âúíøíèòå � íà Rm \A, ò.å. IntA ⊂ A è
ExtA ⊂ Rm \ A.

Äåôèíèöèÿ 1.4.4 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à
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• îòâîðåíî, àêî âñÿêà íåãîâà òî÷êà å âúòðåøíà,

• çàòâîðåíî, àêî íåãîâîòî äîïúëíåíèå Rm \ A å îòâîðåíî.

ßñíî å, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âúòðåøíèòå òî÷êè IntA íà äàäåíî ìíîæåñòâî
å îòâîðåíî è ìíîæåñòâîòî ExtA îò âúíøíèòå ìó òî÷êè ñúùî å îòâîðåíî è
íèêîå îò òÿõ íå ñúäúðæà êîíòóðíè òî÷êè. Çà êîìïåíñàöèÿ çàòâîðåíîòî ìíî-
æåñòâî ñúäúðæà âñè÷êè òî÷êè íà êîíòóðà ñè. Èçîáùî êàçàíî, îòâîðåíîòî
ìíîæåñòâî íå ñúäúðæà êîíòóðíè òî÷êè, à çàòâîðåíîòî ñúäúðæà âñè÷êèòå
ñè òàêèâà. Ùå îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé åäíî ìíîæåñòâî ìîæå äà
ñúäúðæà íÿêîè òî÷êè îò êîíòóðà, à äðóãè äà íå ñúäúðæà. Ñ äðóãè äóìè,
�ïîâå÷åòî� ìíîæåñòâà â Rm íå ñà íèòî îòâîðåíè, íèòî çàòâîðåíè.

Ïðèìåð 1.4.2 Ïî-äîëó ñà äàäåíè ïðèìåðè çà îòâîðåíè è çàòâîðåíè ìíî-
æåñòâà (Ïðîâåðêàòà ñå èçâúðøâà åëåìåíòàðíî è å îñòàâåíà íà âíèìà-
íèåòî íà ëþáîçíàòåëíèÿ ÷èòàòåë.).

à) îòâîðåíîòî êúëáî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî

á) îòâîðåíèÿò ïàðàëåëåïèïåä Π(a; δ1, δ2, . . . , δm) ñúùî å îòâîðåíî ìíî-
æåñòâî;

à′) çàòâîðåíîòî êúëáî å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî

á′) çàòâîðåíèÿò ïàðàëåëåïèïåä Π̃(a; δ1, δ2, . . . , δm) ñúùî å çàòâîðåíî
ìíîæåñòâî.

Òðÿáâà äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å åäíà è ñúùà òî÷êà â äàäåíî ìíîæåñòâî
ìîæå äà áúäå âúòðåøíà îòíîñíî åäíî ïðîñòðàíñòâî, ñúäúðæàùî ìíîæåñò-
âîòî, è äà íå áúäå âúòðåøíà òî÷êà íà ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî îòíîñíî
äðóãî ïðîñòðàíñòâî, ñúùî ñúäúðæàùî òîâà ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, äà ðàç-
ãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî R2 (ò.å. ðàâíèíàòà) ñ íÿêàêâà ôèêñèðàíà ñèñòåìà
îò äåêàðòîâè êîîðäèíàòè, êîèòî äà îçíà÷èì ñ x è y. Îñòà x â òàçè ðàâíèíà
ïðåäñòàâëÿâà ïðîñòðàíñòâîòî R = R1. Âñÿêà òî÷êà íà ïðîèçâîëåí èíòåðâàë
(a, b) îò òàçè îñ, ò.å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè:

{(x, y) : a < x < b, y = 0}

íà ðàâíèíàòà R2, å âúòðåøíà òî÷êà çà èíòåðâàëà îòíîñíî åäíîìåðíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî R, íî íå å âúòðåøíà òî÷êà çà òîçè èíòåðâàë îòíîñíî öÿëàòà ðàâ-
íèíà R2. Íåùî ïîâå÷å, èíòåðâàëúò (a, b) å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â R, íî íå
å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â R2.
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Çàáåëåæêà 1.4.2 Çà óäîáñòâî êîîðäèíàòèòå â R ñå îçíà÷àâàò ñ x, â R2 �
ñ x è y, à â R3 � ñ x, y è z.

Ìíîãî óäîáíà ñå îêàçâà ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1.4.5 Îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà a ∈ Rm ñå íàðè÷à âñÿêî
îòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ÿ ñúäúðæà. Îçíà÷àâà ñå ñ Ua.

Òðÿáâà äà ñå ñïîìåíå, ÷å âúâ âñÿêà îêîëíîñò Ua íà òî÷êàòà a ñå ñúäúðæàò
êàêòî �êúëáîâèäíà�, òàêà è �ïàðàëåëåïèïåäíà� îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà. Íå-
ùî ïîâå÷å, çà âñÿêà �êúëáîâèäíà� îêîëíîñò B(a; ε) ñúùåñòâóâà òàêàâà �ïà-
ðàëåëåïèïåäíà� îêîëíîñò Π(a; δ1, δ2, . . . , δm) íà òàçè òî÷êà, ÷å

Π(a; δ1, δ2, . . . , δm) ⊂ B(a; ε).

Îáðàòíî, çà âñÿêà �ïàðàëåëåïèïåäíà� îêîëíîñò Π(a; δ1, δ2, . . . , δm) íà òî÷-
êàòà a, ñúùåñòâóâà íåéíà îêîëíîñò B(a; ε), òàêàâà ÷å

B(a; ε) ⊂ Π(a; δ1, δ2, . . . , δm).

Àêî �ïàðàëåëåïèïåäíàòà� îêîëíîñò å m-ìåðåí êóá, òÿ ñå íàðè÷à �êóáè÷íà�
îêîëíîñò.

Äåôèíèöèÿ 1.4.6 Òî÷êàòà a ñå íàðè÷à òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ìíî-
æåñòâîòî A ⊂ Rm, àêî âñÿêà íåéíà îêîëíîñò Ua ñúäúðæà ïîíå åäíà òî÷-
êà íà A, ðàçëè÷íà îò a, ò.å. Ua∩ (A\{a}) ̸= ∅ (⇔ â Ua ñúùåñòâóâà ïîíå
åäíà òî÷êà ∈ A \ {a}, ò.å. ∃ ξ ∈ Ua ∩ A, ξ ̸= a).

Î÷åâèäíî, àêî òî÷êàòà a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî A, òî a
ïðèíàäëåæè íà çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà A, ò.å. a ∈ [A].

Äåôèíèöèÿ 1.4.7 Âåëè÷èíàòà

d = d(A) = sup
a′,a′′∈A

ρ(a′, a′′) (1.4.6)

ñå íàðè÷à äèàìåòúð íà ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm.

Äåôèíèöèÿ 1.4.8 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíî, àêî ñú-
ùåñòâóâà êúëáî (ñ êðàåí ðàäèóñ), êîåòî ãî ñúäúðæà.

Èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíî ñå îêàçâà ñëåäíîòî åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå.
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Òâúðäåíèå 1.4.1 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm å îãðàíè÷åíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé êúëáà (ñ êðàåí ðàäèóñ), êîèòî ãî
ïîêðèâàò.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî A å îãðàíè÷åíî, òî ñúãëàñíî Äåôèíèöèÿ (1.4.8) ñú-
ùåñòâóâà êúëáî, êîåòî ãî ñúäúðæà (ò.å. ïîêðèâà ãî åäíî êúëáî). Îáðàòíî,
íåêà êúëáàòà B(ak; rk), k = 1, 2, . . . , n, ïîêðèâàò ìíîæåñòâîòî A, ò.å.

A ⊂ ∪nk=1B(ak; rk).

Íåêà îñâåí òîâà

ρi0,j0 = max
i̸=j

ρ(ai, aj) = ρ(ai0, aj0), r0 = max
k=1,...,n

rk.

Òîãàâà çà äèàìåòúðà íà ìíîæåñòâîòî A ïîëó÷àâàìå:

d = d(A) 5 ρi0,j0 + ri0 + rj0 5 ρi0,j0 + 2r0 = R.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîå äà å îò êúëáàòà ñ ðàäèóñ R è öåíòúð â òî÷êàòà ai0
èëè aj0 ñúäúðæà ìíîæåñòâîòî A. �

Ñúùî òàêà ëåñíî ñå óñòàíîâÿâà âåðíîñòòà è íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 1.4.2 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm å îãðàíè÷åíî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî d(A) <∞.

Äðóãî îñíîâíî ïîíÿòèå, íåîáõîäèìî çà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå, å
ïîíÿòèåòî êîìïàêòíîñò.

Äåôèíèöèÿ 1.4.9 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à êîìïàêòíî, àêî îò
âñÿêî íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.
Ôàìèëèÿòà {Bα}α∈A îò ïîäìíîæåñòâà íà Rm ñå íàðè÷à îòâîðåíî ïîêðè-
òèå íà A, àêî Bα ⊂ Rm ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà, A ⊂ ∪α Bα è èíäåêñèòå
α ñà ðåàëíè ÷èñëà îò íÿêàêâî ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî A ⊂ R (Bα ìîæå
äà ñà è íåèçáðîèìî ìíîãî), ò.e.

{Bα} = {Bα}α = {Bα}α∈A = {Bα : Bα − îòâîðåíè, A ⊂ ∪α∈A Bα} .

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà âðúçêà ìåæäó çàòâîðåíèòå, îãðàíè÷åíèòå è
êîìïàêòíèòå ìíîæåñòâà â Rm.

Òåîðåìà 1.4.1 Àêî ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm å êîìïàêòíî, òî A å çàòâî-
ðåíî è îãðàíè÷åíî.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å êîìïàêòíî. Äà äîêàæåì, ÷å A å çàòâîðåíî îçíà-
÷àâà äà äîêàæåì, ÷å Rm \A å îòâîðåíî. Íåêà çà öåëòà x ∈ A è y ∈ Rm \A.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å y /∈ A, è ñëåäîâàòåëíî x ̸= y. Íî òîãàâà ñúùåñòâóâàò
Ux è U

(x)
y , çà êîèòî Ux ∩ U

(x)
y = ∅. Êîãàòî x ñå èçìåíÿ â ìíîæåñòâîòî A,

ôàìèëèÿòà îò ìíîæåñòâà {Ux}x∈A îáðàçóâà îòâîðåíî ïîêðèòèå íà A. Ñëå-
äîâàòåëíî îò íåãî ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå, ò. å. ñúùåñòâóâàò
òî÷êè:

x1, x2, . . . , xn : A ⊂ ∪nk=1Uxk.

Ïî-íàòàòúê ìíîæåñòâîòî Uy = ∩nk=1U
(xk)
y î÷åâèäíî å îêîëíîñò íà y è îñâåí

òîâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî A ∩ Uy = ∅ (âÿðíî å äîðè, ÷å (∪nk=1Uxk) ∩ Uy =
∅). Ñëåäîâàòåëíî Uy ⊂ Rm \ A, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Rm \ A å îòâîðåíî, è
ñëåäîâàòåëíî A å çàòâîðåíî.

Çà äà ñå äîêàæå îãðàíè÷åíîñòòà ìîæå äà ñå ðàçãëåäà ñèñòåìàòà îò ìíî-
æåñòâàòà B(x; 1) çà x ∈ A. Î÷åâèäíî òåçè ìíîæåñòâà îáðàçóâàò îòâîðåíî
ïîêðèòèå íà A, è ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà ñå èçáåðå íåãîâî êðàéíî ïîäïîêðè-
òèå, ò.å. ñúùåñòâóâàò òî÷êè

x1, x2, . . . , xn : A ⊂ ∪nk=1B(xk; 1),

îòêúäåòî ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 1.4.1 ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî A å îãðàíè÷åíî.
�

Çàáåëåæêà 1.4.3 Ako ìíîæåñòâî A ⊂ Rm, òî å âÿðíî è îáðàòíîòî
òâúðäåíèå, ò.å. â Rm íàëè÷èåòî åäíîâðåìåííî íà ñâîéñòâàòà îãðàíè÷å-
íîñò è çàòâîðåíîñò å åêâèâàëåíòíî íà êîìïàêòíîñò.

Òåîðåìà 1.4.2 Aêî äàäåíî ìíîæåñòâî A ⊂ Rm å çàòâîðåíî è îãðàíè÷å-
íî, òî A å êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ðàçäåëåíî íà äâå ÷àñòè.
Ïúðâî å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò, êîãàòî A å m-ìåðåí ïàðàëåëåïèïåä â Rm,

ò.å. äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà êðàéíè çàòâîðåíè èíòåðâàëè:

A = [a1, b1]× · · · × [am, bm]

è {Bα}α∈A å íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå. Çà óäîáñòâî å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò
m = 2. Íåêà å äàäåí ïðàâîúãúëíèêúò A = [a, b]× [c, d] ⊂ R2. Äà äîïóñíåì
ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å A íå ìîæå äà áúäå ïîêðèòî ñ íèêàêâà êðàéíà ôàìè-
ëèÿ îò åëåìåíòè íà {Bα}. Äà ïðåêàðàìå âåðòèêàëíàòà ïðàâà ïðåç ñðåäàòà
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íà èíòåðâàëà [a, b] è õîðèçîíòàëíàòà ïðàâà ïðåç ñðåäàòà íà [c, d]. Òåçè äâå
ïðàâè ðàçäåëÿò ïðàâîúãúëíèêà A íà ÷åòèðè åäíàêâè ïî ôîðìà ïðàâîúãúë-
íèêà. Òîãàâà ïîíå åäèí îò òÿõ íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êðàåí áðîé îò
åëåìåíòè íà {Bα}. Íàèñòèíà, àêî è ÷åòèðèòå ìàëêè ïðàâîúãúëíèêà ìîãàò
äà ñå ïîêðèÿò ñ êðàåí áðîé ìíîæåñòâà îò {Bα}, òî ñúùîòî ùå áúäå âÿð-
íî è çà îáåäèíåíèåòî èì ïðàâîúãúëíèêà A. Äà èçáåðåì åäèí îò òÿõ, çà
êîéòî íå ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå, è äà ãî îçíà÷èì ñ A1. Òîãàâà
A1 = [a1, b1] × [c1, d1] ⊂ A, îòêúäåòî [a1, b1] ⊂ [a, b] è [c1, d1] ⊂ [c, d]. Ïðè
òîâà b1 − a1 = (b − a)/2 è d1 − c1 = (d − c)/2. Ïðîöåñúò ìîæå äà ñå ïðî-
äúëæè ïî-íàòàòúê, êàòî A1 ñå ðàçäåëè íà ÷åòèðè åäíàêâè ïðàâîúãúëíèêà
è ñå èçáåðå åäèí îò òÿõ, îçíà÷åí ñ A2, è ò.í. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà
íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò ïðàâîúãúëíèöè A ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ . . . , êàòî
An = [an, bn] × [cn, dn], è íèêîé îò ïðàâîúãúëíèöèòå An íå ìîæå äà áú-
äå ïîêðèò îò êðàåí áðîé åëåìåíòè íà {Bα}. Î÷åâèäíî ÷èñëîâàòà ðåäèöà
{an} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëíî òÿ å ñõîäÿùà, è
äà îçíà÷èì íåéíàòà ãðàíèöà ñ a0. Ðåäèöàòà {bn} å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà
è îãðàíè÷åíà è òúé êàòî bn − an = (b − a)/2n → 0, òî {bn} êëîíè êúì
ñúùàòà ãðàíèöà a0. Îòòóê ñå âèæäà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî n e èçïúëíå-
íî a0 ∈ [an, bn]. Ñúùîòî ðàçñúæäåíèå å âàëèäíî è çà âòîðèòå êîîðäèíàòè
è äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷èñëî b0 òàêîâà, ÷å b0 ∈ [cn, dn] çà âñÿêî n.
Î÷åâèäíî òî÷êàòà P0 = (a0, b0) ïðèíàäëåæè íà âñåêè îò ïðàâîúãúëíèöèòå
An, n = 1, 2, . . . . Òúé êàòî P0 ∈ A, òî P0 ïðèíàäëåæè íà íÿêîå îòâîðåíî
ìíîæåñòâî Bα0

îò ïîêðèòèåòî.
Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà òàêîâà ε > 0,

÷å B(P0; ε) ⊂ Bα0
. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè n, An ⊂

B(P0; ε) (òîâà å èçïúëíåíî ïðè
√

(bn − an)2 + (dn − cn)2 < ε). Òàêà An å
ïîäìíîæåñòâî íà Bα0

, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî, ÷å An íå ìîæå
äà áúäå ïîêðèòî ñ êðàåí áðîé îò ìíîæåñòâàòà Bα.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå çàâúðøâà ïúðâàòà ÷àñò íà äîêàçàòåëñòâîòî.
Â m-ìåðíèÿ ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî, ñ åäèíñ-

òâåíàòà ðàçëèêà, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà ïîðåäíèÿò m-ìåðåí ïàðàëåëåïèïåä ñå
ðàçäåëÿ íà 2m ÷àñòè, è âñè÷êè íàïðàâåíè ïî-ãîðå ðàçñúæäåíèÿ îñòàâàò â
ñèëà.

Âòîðà ÷àñò. Êàòî ñå èçïîëçâà ïúðâàòà ÷àñò, ìîæå äà ñå ïðåìèíå êúì
äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà â îáùèÿ ñëó÷àé. Íåêà A å îãðàíè÷åíî è çàò-
âîðåíî ìíîæåñòâî â Rm è {Bα} å íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå. Òúé êàòî A å
îãðàíè÷åíî, ñúùåñòâóâàm-ìåðåí ïàðàëåëåïèïåä Π̃ = [a1, b1]×· · ·× [am, bm],
òàêúâ ÷å A ⊂ Π̃.
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Íåêà B e ôàìèëèÿòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà, êîÿòî ñå ñúñòîè îò ìíî-
æåñòâàòà íà {Bα} è îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî Rm \A. Î÷åâèäíî B å ïîêðèòèå
çà Π̃ è ïî äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà
Bα1

, . . . , Bαs
îò ñèñòåìàòà {Bα}, òàêà ÷å Π̃ ⊂ (Rm \ A) ∪ Bα1

∪ · · · ∪ Bαs
.

Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å A ⊂ Bα1
∪ · · · ∪Bαs

. �
Îáåäèíÿâàéêè çàåäíî Òåîðåìà 1.4.1 è 1.4.2, êàêòî å îòáåëÿçààíî è â

Çàáåëåæêà 1.4.3, ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíèÿò âàæåí ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 1.4.3 Aêî A ⊂ Rm, òî A å êîìïàêòíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî å çàòâîðåíî è îãðàíè÷åíî.

Äðóãî ïîíÿòèå, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ, å ïîíÿòèåòî íåïðåêúñíàòà
êðèâà.

Äåôèíèöèÿ 1.4.10 Ìíîæåñòâîòî x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm, ÷èèòî êî-
îðäèíàòè ñà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè xk = xk(t) (k = 1, 2, . . .m), äåôè-
íèðàíè âúðõó äàäåí èíòåðâàë [a, b], ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà êðèâà â Rm.
Àðãóìåíòúò t ñå íàðè÷à ïàðàìåòúð íà êðèâàòà. Òî÷êèòå

x(a) = (x1(a), x2(a), . . . , xm(a)), x(b) = (x1(b), x2(b), . . . , xm(b))

ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íà÷àëî è êðàé íà äàäåíàòà êðèâà. Àêî x(a) = x(b),
êðèâàòà ñå íàðè÷à çàòâîðåíà.

Òàêà íàïðèìåð ïî-íàäîëó ñà äàäåíè äâå íåïðåêúñíàòè êðèâè â R2.

Ïðèìåð 1.4.3 Ëèíèÿòà L : y = λ(t), çàäàäåíà â èíòåðâàëà [0, 1] ñ óðàâ-
íåíèeòî:

y = λ(t) =

{
t cos

π

t
, 0 < t 5 1,

0, t = 0,

å íåïðåêúñíàòà. Ëèíèÿòà C, çàäàäåíà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ:

C : x = φ(t) = 3 cos t, y = ψ(t) = 3 sin t,

çà t â èíòåðâàëà [0, 2π], ñúùî å íåïðåêúñíàòà.

Íàèñòèíà, ôóíêöèÿòà λ(t) å íåïðåêúñíàòà çà t = 0, òúé êàòî lim
t→0

λ(t) =

0 = λ(0), à ñúùî òàêà è çà t ∈ (0, 1], çàùîòî òàì òÿ å ïðîèçâåäåíèå íà
äâå íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è çíàìåíàòåëÿò t ̸= 0, è ñëåäîâàòåëíî λ(t) å
íåïðåêúñíàòà çà âñè÷êè t ∈ [0, 1]. Òîâà ïîêàçâà, ÷å ðàçãëåæäàíàòà êðèâà
L : y = λ(t) çà t ∈ [0, 1], å íåïðåêúñíàòà.

Ïî-íàäîëó å èçîáðàçåíà ãðàôèêàòà íà êðèâàòà L è å ïîêàçàíî, ÷å íåé-
íàòà äúëæèíà å áåçêðàéíà.
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Íàèñòèíà, äà ôèêñèðàìå n ∈ N è äà îçíà÷èì t0 = 0, t1 = 1/n, t2 =
1/(n − 1), . . . , tn−1 = 1/2, tn = 1, è xk = tk, yk = λ(tk), Mk = (xk, yk) çà
k = 0, 1, . . . , n, ò.å.

t0 = 0, tk =
1

n− k + 1
(k = 1÷ n); xk = tk, yk = λ(tk) (k = 0÷ n).

Îáà÷å, ïðåäâèä ðàâåíñòâîòî cos(nπ) = (−1)n, çà λ(tk) ñà âàëèäíè è ðàâåí-
ñòâàòà:

λ(t0) = 0, λ(t1) =
cos(nπ)

n
=

(−1)n

n
,

λ(tk−1) =
(−1)n−k+2

n− k + 2
, λ(tk) =

(−1)n−k+1

n− k + 1
, çà k = 2÷ n,

îòêúäåòî çà ðàçñòîÿíèÿòà ρ(Mk−1,Mk) ñå ïîëó÷àâàò îöåíêèòå:

ρ(M0,M1) > |y1 − y0| = |λ(t1)− λ(t0)| =
1

n
,

ρ(Mk−1,Mk) > |yk − yk−1| = |λ(tk)− λ(tk−1)| =

=
1

n− k + 1
+

1

n− k + 2
>

1

n− k + 1
, çà k = 2÷ n,

è àêî Sn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n , òî äúëæèíàòà l(L) > Sn.



22 ÃËÀÂÀ 1. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎÒÎ RM

y
k-1 M

k-1

M
k

L
k

x
k-1

x
k

y
k

O

Íàé-ñåòíå, ðåäúò
∞∑
n=1

1

n
å ðàçõîäÿù (ò.å. Sn → ∞), è ñëåäîâàòåëíî

l(L) = ∞, êîåòî ïîêàçâà, ÷å òàçè î÷àðîâàòåëíà êðèâà ëèíèÿ èìà áåçêðàéíà
äúëæèíà.

Àíàëîãè÷íî, è êðèâàòà C å íåïðåêúñíàòà, çàùîòî ôóíêöèèòå φ(t) è
ψ(t) ñà íåïðåêúñíàòè. Ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å C å öåíòðàëíà îêðúæíîñò
(ò.å. îêðúæíîñò ñ öåíòúð òî÷êàòà (0, 0)) ñ ðàäèóñ 3 è íåéíàòà äúëæèíà å
êðàéíà. �
Äåôèíèöèÿ 1.4.11 Íåêà x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
m) ∈ Rm è α1, α2, . . . , αm ñà

ôèêñèðàíè ÷èñëà, çà êîèòî
m∑
k=1

α2
k > 0. Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè x =

(x1, x2, . . . , xm), ÷èèòî êîîðäèíàòè ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

xk = x0k + αkt, k = 1, 2, . . .m, −∞ < t <∞,

ñå íàðè÷à ïðàâà ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî Rm, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà
x0 ïî �íàïðâëåíèå� (α1, α2, . . . , αm). ×àñòòà îò ïðàâàòà, ñúîòâåòñòâà-
ùà íà èçìåíåíèåòî íà ïàðàìåòúðà t â íÿêàêúâ èíòåðâàë [a, b], ñå íàðè÷à
îòñå÷êà, à ÷àñòòà, ñúîòâåòñòâàùà íà áåçêðàéíèÿ èíòåðâàë t ≥ t0, �
ëú÷.

Î÷åâèäíî e, ÷å â ñëó÷àÿm = 3 ñå ïîëó÷àâà ñúîòâåòíî ïðàâà, îòñå÷êà èëè
ëú÷ â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, à (α1, α2, α3) å íàïðàâëåíèåòî íà âåêòîðà
íà òàçè ïðàâà.

Äåôèíèöèÿ 1.4.12 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à ñâúðçàíî, àêî çà
âñåêè äâå íåãîâè òî÷êè ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ γ, êîÿòî
ãè ñâúðçâà, è γ ⊂ A.
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Äåôèíèöèÿ 1.4.13 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à îáëàñò, àêî å îò-
âîðåíî è ñâúðçàíî (Äà íå ñå áúðêà ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò íà ôóíêöèÿ!).
Àêî ìíîæåñòâîòî å è çàòâîðåíî, òî ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáëàñò.

Äåôèíèöèÿ 1.4.14 Îáëàñò, âñåêè äâå òî÷êè íà êîÿòî ìîãàò äà ñå ñú-
åäèíÿò ñ îòñå÷êà, èçöÿëî ëåæàùà â íåÿ, ñå íàðè÷à èçïúêíàëà îáëàñò.

Äåôèíèöèÿ 1.4.15 Îáëàñòòà A ⊂ Rm ñå íàðè÷à çâåçäîîáðàçíà îáëàñò
îòíîñíî òî÷êàòà x0 ∈ A, àêî çà âñÿêà òî÷êà x ∈ A, îòñå÷êàòà [x0, x]
ëåæè èçöÿëî â A.

1.5 Ðåäèöè îò òî÷êè â Rm

Íåêà xk (k = 1, 2, . . .m) ñà ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â ìíîæåñòâîòî N íà
åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñúñ ñòîéíîñòè â R, è å èçïîëçâàíî îçíà÷åíèåòî x(n)k =

xk(n) çà n ∈ N. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òî÷êèòå x(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
m ) ∈ Rm.

Î÷åâèäíî x(n) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî îáðàç íà n â åëåìåíò îò Rm.
Ïî-äîëó å äàäåíà äåôèíèöèÿ çà ðåäèöà â Rm è îùå íÿêîëêî ñúïúòñòâàùè
äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 1.5.1 Ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 =
{
(x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
m )
}∞

n=1
ñå íà-

ðè÷à ðåäèöà îò òî÷êè â Rm, a ðåäèöàòà {x(n)k }∞n=1 (k = 1÷m)� íåéíà k-òà
êîîðäèíàòíà ðåäèöà. Ïî-êðàòêî ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 ñå îçíà÷àâà ñ {x(n)}.

Äåôèíèöèÿ 1.5.2 Ðåäèöàòà {y(l)}∞l=1 ñå íàðè÷à ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà
{x(n)} è ñå îçíà÷àâà:

{x(nl)}, l = 1, 2, . . . , èëè {x(nl)}∞l=1,

àêî çà âñÿêî l ñúùåñòâóâà òàêîâà nl, ÷å y
(l) = x(nl), ïðè òîâà, àêî l′ < l′′,

òî nl′ < nl′′.

Äåôèíèöèÿ 1.5.3 Ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 ñå íàðè÷à ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà
a ∈ Rm (êàçâà ñå îùå, ÷å ãðàíèöàòà íà òàçè ðåäèöà å òî÷êàòà a), àêî çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà òàêîâà N0 > 0, ÷å çà âñÿêî n > N0 å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî ρ(x(n), a) =∥ x(n) − a ∥< ε. Àêî ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 íÿìà
ãðàíèöà, òÿ ñå íàðè÷à ðàçõîäÿùà.
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Êàêòî â ñëó÷àÿ íà ÷èñëîâè ðåäèöè, è â ïðîñòðàíñòâîòî Rm ìîæå äà
ñå êàæå, ÷å ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà a ∈ Rm, àêî âñÿêà
ε-îêîëíîñò B(a; ε) ñúäúðæà âñè÷êèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, ñ èçêëþ÷åíèå
åâåíòóàëíî íà êðàåí áðîé.

Çàáåëåæêà 1.5.1 Âìåñòî êúëáî B(a; ε) ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïàðàëåëå-
ïèïåä îò âèäà (1.4.1), ÷èèòî ñòåíè ñà óñïîðåäíè íà êîðäèíàòíèòå îñè.

Äåôèíèöèÿ 1.5.4 Òî÷êàòà a ∈ Rm ñå íàðè÷à òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà
ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1, àêî âñÿêà íåéíà îêîëíîñò ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëå-
íîâå íà ðåäèöàòà.

Ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ðåäèöà {x(n)} îò òî÷êè íà ïðîñòðàíñòâîòî Rm ìî-
æå äà ñå ñâåäå äî ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà, ïî-êîíêðåòíî äî
ãðàíèöèòå íà êîîðäèíàòíèòå ðåäèöè {x(n)k }∞n=1, k = 1, 2, . . . ,m, îáðàçóâàíè
îò ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè íà {x(n)}. Ïî-äîëó å ôîðìóëèðàíî íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà îò òî÷êè â Rm, êàòî å
èçïîëçâàíà ñõîäèìîñòòà íà êîîðäèíàòíèòå ðåäèöè.

Òåîðåìà 1.5.1 Íåêà x(n) ∈ Rm çà n ∈ N è òî÷êàòà a ∈ Rm. Òîãàâà(
{x(n)}∞n=1 → a

)
⇐⇒

(
{x(n)k }∞n=1 → ak, k = 1÷m

)
, (1.5.1)

ò.å. ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 èìà ãðàíèöà òî÷êàòà a òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî âñÿêà îò êîîðäèíàòíèòå ðåäèöè {x(n)k }∞n=1 èìà ãðàíèöà ñúîòâåò-
íàòà êîîðäèíàòà ak (k = 1, 2, . . . , m) íà òî÷êàòà a.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâà ñå íåðàâåíñòâîòî (1.1.6), ïðèëîæåíî çà bk =
x
(n)
k , êîåòî â òîçè ñëó÷àé ïðèäîáèâà âèäà:

| x(n)k − ak |≤

√√√√ m∑
k=1

(x
(n)
k − ak)2 ≤

m∑
k=1

| x(n)k − ak | (k = 1÷m). (1.5.2)

Ïúðâî å äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòòà íà óñëîâèåòî. Çà öåëòà, íåêà ðåäèöàòà
{x(n)}∞n=1 èìà ãðàíèöà òî÷êàòà a è ε > 0 å ôèêñèðàíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî.
Òîãàâà, ñúãëàñíî Äåôèíèöèÿ 1.5.3 è íåðàâåíñòâî (1.5.2), ñúùåñòâóâà òàêîâà
÷èñëî N0 > 0, ÷å çà âñÿêî n > N0 å èçïúëíåíî:

| x(n)k − ak |≤ ρ(x(n), a) =

√√√√ m∑
k=1

(x
(n)
k − ak)2 < ε (k = 1, 2, . . . ,m), (1.5.3)
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êîåòî îçíà÷àâà, ÷å k-òà êîîðäèíàòíà ðåäèöà {x(n)k } å ñõîäÿùà êúì k-òà êî-
îðäèíàòà ak íà òî÷êàòà a çà k = 1, 2, . . . ,m.

Îáðàòíî, íåêà {x(n)k } èìà ãðàíèöà ak, çà k = 1, 2, . . . ,m è íåêà ε > 0.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî N0 > 0, ÷å çà âñÿêî n > N0 å èçïúëíåíî
| x(n)k − ak |< ε

m , êîåòî çàåäíî ñ íåðàâåíñòâî (1.5.2) äàâà:

ρ(x(n), a) =

√√√√ m∑
k=1

(x
(n)
k − ak)2 ≤

m∑
k=1

| xk − ak |< m
ε

m
= ε. (1.5.4)

Ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî è â îáðàòíàòà ïîñîêà. �

Çàáåëåæêà 1.5.2 Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å îò Òåîðåìà 1.5.1 è åä-
íî îò ñâîéñòâàòà íà ÷èñëîâèòå ðåäèöè ñëåäâà, ÷å àêî äàäåíà ðåäèöà îò
òî÷êè èìà ãðàíèöà, òî òàçè ãðàíèöà å åäèíñòâåíà. Â òîçè ðåä íà ìèñëè,
àíàëîãè÷íî íà ÷èñëîâà ðåäèöà, åäíà ðåäèöà îò òî÷êè å ñõîäÿùà òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî e îãðàíè÷åíà è èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.
Íàðåä ñ òîâà, âñÿêà ïîäðåäèöà íà ñõîäÿùà ðåäèöà ñúùî å ñõîäÿùà, è òî
êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

Çà èëþñòðàöèÿ êúì Òåîðåìà 1.5.1 è Çàáåëåæêà 1.5.2 å ïðèâåäåí ñëåä-
íèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.5.1 Äà ñå ïîêàæå äàëè ïîñî÷åíèòå ðåäèöè {Xn} = {xn, yn}:

a) xn = 1 +
1

n
, yn = 2 +

sinn

n

á) xn =

(
1 +

1

n

)n
, yn = 2 + n

â) xn = (−1)n, yn = n

ã) xn = (−1)n, yn =
1

n

ä) xn = sin
nπ

2
, yn = (−1)n

å) xn = sinn, yn =
(−1)n

n
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ñà ñõîäÿùè èëè ðàçõîäÿùè. Çà îíåçè îò òÿõ, êîèòî ñà ñõîäÿùè, äà ñå
íàìåðè ãðàíèöàòà.

Ðåøåíèÿòà íà îòäåëíèòå ïîäòî÷êè â ïðèìåðà ñà èçëîæåíè ïî ðåäà íà çàäà-
âàíåòî èì.

a) Òúé êàòî lim
1

n
= 0, a 0 ≤ | sinn|

n
≤ 1

n
, òî limxn = 1 è lim yn = 2, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà å ñõîäÿùà è òî÷êàòà (1, 2) å íåéíàòà ãðàíèöà.

á) Â òîçè ñëó÷àé limxn = e, íî lim yn íå ñúùåñòâóâà, è ñëåäîâàòåëíî
äàäåíàòà ðåäèöà å ðàçõîäÿùà.

â) Òóê è äâåòå êîîðäèíàòíè ðåäèöè ñà ðàçõîäÿùè (ïúðâàòà, çàùîòî èìà
äâå òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå, à âòîðàòà, çàùîòî å íåîãðàíè÷åíà) è ñëåäî-
âàòåëíî ðåäèöàòà íÿìà ãðàíèöà.

ã) Âúïðåêè ÷å âòîðàòà êîîðäèíàòíà ðåäèöà å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà lim yn =
0, òî äàäåíàòà ðåäèöà å ðàçõîäÿùà, çàùîòî lim xn íå ñúùåñòâóâà.

ä) Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà å ðàçõîäÿùà, çàùîòî âòîðàòà êîîðäè-
íàòíà ðåäèöà å ðàçõîäÿùà. Íåçàâèñèìî îò òîâà, äà îòáåëåæèì, ÷å è
ïúðâàòà êîîðäèíàòíà ðåäèöà å ðaçõîäÿùà. Òîâà ñå âèæäà, íàïðèìåð
àêî ðàçãëåäàìå äâå íåéíè ïîäðåäèöè ñ îáù ÷ëåí ñúîòâåòíî x′k = x2k
è x′′k = x4k+1, çà k = 1, 2, . . . . Ïúðâàòà èìà ãðàíèöà 0, à âòîðàòà å
ñõîäÿùà êúì 1.

å) Ãðàíèöàòà íà âòîðàòà êîîðäèíàòíà ðåäèöà î÷åâèäíî å ðàâíà íà 0.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà èçñëåäâàíåòî íà ïúðâàòà êîîðäèíàòíà ðåäèöà.
Èçáèðàìå ïîäðåäèöà ñ èíäåêñè l′k ∈ N, l′k ∈ [2kπ+ π

6 , 2kπ+
5π
6 ], çà k =

1, 2, . . . (öÿëî l′k î÷åâèäíî ñúùåñòâóâà â èíòåðâàëà [2kπ+
π
6 , 2kπ+

5π
6 ],

çàùîòî äúëæèíàòà ìó å 2π
3 > 2). Òîãàâà x′k = sin(l′k) ≥ sin π

6 = 1
2 . Çà

âòîðà ïîäðåäèöà èçáèðàìå l′′k ∈ [2kπ + 7π
6 , 2kπ + 11π

6 ], êîéòî èíòåðâàë
ñúùî èìà äúëæèíà, ïî-ãîëÿìà îò äâå. Íî çà ÷ëåíîâåòå íà òàçè ïîä-
ðåäèöà å èçïúëíåíî x′′k = sin(l′′k) ≤ sin 11π

6 = −1
2 . Ñëåäîâàòåëíî, àêî

ãðàíèöèòå lim(x′k) è lim(x′′k) áèõà ñúùåñòâóâàëè, òî

lim(x′k) = lim(sin(l′k)) ≥
1

2
, lim(x′′k) = lim(sin(l′′k)) ≤ −1

2
,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ðåäèöàòà {xn} å ðàçõîäÿùà, è ñëåäîâàòåëíî äàäå-
íàòà ðåäèöà ñúùî å ðàçõîäÿùà.
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Ïî-íàòàòúê å ôîðìóëèðàíî òâúðäåíèå, àíàëîãè÷íî íà êðèòåðèÿ íà Êî-
øè çà ÷èñëîâè ðåäèöè. Òî äàâà íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñõîäè-
ìîñò íà ðåäèöà îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâîòî Rm.

Òåîðåìà 1.5.2 (Êðèòåðèé íà Êîøè) Íåêà x(n) ∈ Rm çà n ∈ N. Ðåäè-
öàòà {x(n)}∞n=1 å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî N0 > 0, ÷å ïðè âñÿêî n ∈ N, n > N0, è âñÿêî
p ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(x(n+p), x(n)) =∥ x(n+p) − x(n) ∥< ε.

Äåôèíèöèÿ 1.5.5 Ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñ-
òâóâà êúëáî (ñ êðàåí ðàäèóñ), êîåòî ñúäúðæà âñè÷êèòå �è ÷ëåíîâå.

Àêî ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 å ñõîäÿùà, òî òÿ å îãðàíè÷åíà, òúé êàòî âñÿêà
åäíà îò êîîðäèíàòíèòå ðåäèöè {x(n)k }∞n=1 (k = 1÷m) å ñõîäÿùà, è ñëåäîâà-
òåëíî å îãðàíè÷åíà.

Ïî-íàòàòúê å äàäåíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íà íà òåîðåìàòà íà Áîëöàíî�
Âàéåðùðàñ çà åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ñïîðåä êîÿòî âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà
èìà ïîíå åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, êîÿòî îáèêíîâåíî ñå íàðè÷à ïî ñúùèÿ
íà÷èí. Íåéíîòî äîêàçàòåëñòâî îòíîâî ñå ñâåæäà äî åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (íà
áàçàòà íà Òåîðåìà 1.5.1) è òóê å ïðîïóñíàòî. Íåéíàòà ôîðìóëèðîâêà å çà-
ïèñàíà â ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíà ôîðìà.

Òåîðåìà 1.5.3 (Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ) Îò âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà âúâ
ïðîñòðàíñòâîòî Rm ìîæå äà ñå èçáåðå ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.

Çàáåëåæêà 1.5.3 Äà îòáåëåæèì åäíî î÷åâèäíî ñâîéñòâî, êîåòî ñå îò-
íàñÿ çà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. Àêî A ⊂ Rm e çàòâîðåíî ìíîæåñòâî
(ò.å. A = [A]) è {x(n)} å ñõîäÿùà ðåäèöà, âñè÷êè ÷ëåíîâå íà êîÿòî ïðè-
íàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî A, ò.å. x(n) ∈ A çà n = 1, 2, . . . , òî ãðà-
íèöàòà íà òàçè ðåäèöà ñúùî å îò ìíîæåñòâîòî A. Äåéñòâèòåëíî, ako
lim{x(n)} = a, òî âñÿêà îêîëíîñò íà a ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà
ðåäèöàòà (à òå ñà åëåìåíòè è íà A), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å a å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî A èëè èçîëèðàíà òî÷êà, ò.å. òî÷êà îò [A].

Äåôèíèöèÿ 1.5.6 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm ñå íàðè÷à êîìïàêòíî, àêî îò
âñÿêà ðåäèöà {x(n)}∞n=1, x

(n) ∈ A, ìîæå äà ñå èçáåðå ñõîäÿùà ïîäðåäèöà
{x(nk)}∞k=1 ñ ãðàíèöà, ïðèíàäëåæàùà íà A.
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Â ïðåäíàòà ñåêöèÿ áåøå äàäåíà îùå åäíà äåôèíèöèÿ çà êîìïàêòíî ìíî-
æåñòâî. Çàòîâà å íóæíî äà ñå èçÿñíè äàëè è ïðè êàêâè óñëîâèÿ òåçè äåôè-
íèöèè ñà åêâèâàëåíòíè, ò.å. êîìïàêòíîñòòà íà äàäåíî ìíîæåñòâî ïî êîÿ äà
å îò äâåòå äåôèíèöèè äà âëå÷å êîìïàêòíîñò ïî äðóãàòà. Îêàçâà ñå âÿðíà
ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5.4 Àêî ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm, òî Äåôèíèöèÿ 1.4.9 å åêâè-
âàëåíòíà íà Äåôèíèöèÿ 1.5.6.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ìíîæåñòâîòî A ⊂ Rm å êîìïàêòíî ïî ñìèñúëà íà
Äåôèíèöèÿ 1.4.9 è íåêà {x(n)}∞n=1 å ðåäèöà â A. Íåêà ïî-íàòàòúê ôàìèëè-
ÿòà îò ìíîæåñòâà {B(x(n); r)}∞n=1 å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà A. Ñëåäîâàòåëíî,
îò íåãî ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå {B(x(nk); r)}sk=1, s ∈ N, è
òúé êàòî ðåäèöàòà {x(n)} å áåçêðàéíà, òî â ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà íà
êðàéíîòî ïîêðèòèå ñå ñúäúðæàò áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå x(nl) íà ðåäèöàòà.
Íî òîãàâà x(nl) å îãðàíè÷åíà è ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.5.3, îò íåÿ (à ñëåäîâà-
òåëíî è îò ïúðâîíà÷àëíî ðàçãëåæäàíàòà ðåäèöà {x(n)}) ìîæå äà ñå èçáåðå
ñõîäÿùà ïîäðåäèöà ñ ãðàíèöà òî÷êà a. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.4.1 ìíîæåñòâîòî
A å çàòâîðåíî, îòêúäåòî a ∈ A.

Îáðàòíî, àêî A å êîìïàêòíî â ñìèñúë íà Äåôèíèöèÿ 1.5.6, ìîæå äà ñå
äîêàæå, ÷å òî å çàòâîðåíî è îãðàíè÷åíî, è ñëåäîâàòåëíî êîìïàêòíî (ïî Òåî-
ðåìà 1.4.3). Íàèñòèíà, äîïóñêàíåòî ÷å A å íåîãðàíè÷åíî âîäè äî ñúùåñòâó-
âàíåòî íà ðåäèöà îò òî÷êè x(n) ∈ A, çà êîÿòî ðàçñòîÿíèåòî ρ(0, x(n)) → ∞,
è íåêà {x(nl)} e íåéíà ïîäðåäèöà, ñ ãðàíèöà òî÷êà a ∈ A. Òîãàâà, îò åä-
íà ñòðàíà, ρ(0, x(nl)) → ρ(0, a), îò äðóãà ñòðàíà ρ(0, x(nl)) → ∞, òúé êàòî
{ρ(0, x(nl))} å ïîäðåäèöà íà {ρ(0, x(n))}, êîåòî äîêàçâà îãðàíè÷åíîñòòà íà
A. Çà äà ñå äîêàæå, ÷å A å çàòâîðåíî ìîæå äà ñå âçåìå ïðîèçâîëíà òî÷êà a
îò êîíòóðà ∂A íà ìíîæåñòâîòî A è äà ñå ðàçãëåäàò êúëáåòàòà B(a; 1/n) çà
n = 1, 2, . . . . Âñÿêî îò òåçè êúëáåòà èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîòî
A, è ñëåäîâàòåëíî x(n) ∈ A ∩ B(a; 1/n), îòêúäåòî x(n) → a. Îò äðóãà ñòðà-
íà, ñúùåñòâóâà íåéíà ïîäðåäèöà, ñõîäÿùà êúì òî÷êà a′ ∈ A. Íî, êàêòî å
îòáåëÿçàíî â Çàáåëåæêà 1.5.2, a′ = a, è ñëåäîâàòåëíî a ∈ A. �



Ãëàâà 2

Ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî
ïðîìåíëèâè. Ãðàíèöà è
íåïðåêúñíàòîñò

2.1 Äåôèíèöèÿ íà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

Êàêòî è â ïúðâàòà ÷àñò íà àíàëèçà, îñíîâíà ðîëÿ èãðàå ïîíÿòèåòî ôóíê-
öèÿ, â ñëó÷àÿ äåôèíèðàíà çà ïîâå÷å îò åäíà ïðîìåíëèâà. Çà òàêàâà ôóíê-
öèÿ ñå êàçâà, ÷å å ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî (íà ïîâå÷å èëè íà ìíîãî) ïðîìåí-
ëèâè.

Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ïîäìíîæåñòâî íà Rm, ò.å. D ⊂ Rm.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1 Êàçâà ñå, ÷å å äàäåíà ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííà îáëàñò
D (èëè äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî D), àêî íà âñÿêà òî÷êà x = (x1, . . . , xm)
îò ìíîæåñòâîòî D å ñúïîñòàâåíî ðåàëíîòî ÷èñëî f(x) = f(x1, . . . , xm),
ò.å çà âñÿêî x ∈ D ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ÷èñëî y = f(x) ∈ R. Ïîíÿêîãà
êðàòêî ñå çàïèñâà

f : D −→ R. (2.1.1)

Äà ïðèïîìíèì, ÷å çà óäîáñòâî âR2 ùå èçïîëçâàìå îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå
(x, y), à â R3 � (x, y, z). Ïî-äîëó ñà ïðèâåäåíè íÿêîëêî ïðèìåðè çà ôóíêöèè,
äåôèíèöèîííèòå ìíîæåñòâà íà êîèòî ñà îçíà÷åíè ñ D.

29
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Ïðèìåð 2.1.1 Íåêà D ⊂ Rm è ñà ðàçãëåäàíè ñëåäíèòå íÿêîëêî ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè â D ñúñ ñòîéíîñòè â R (ò.å. D −→ R). Ïîñî÷åíè ñà íå ñàìî
àíàëèòè÷íèòå èì èçðàçè, íî è äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà îò
òÿõ, êàêòî ñëåäâà:

à) D = R2 (ò.å. m = 2), z(x, y) = x2 + y2;

á) D = {(x, y) : y2 − 2x ≥ 0} ⊂ R2, z(x, y) =
√
y2 − 2x;

â) D = {(x, y) : y2 − 2x > 0} ⊂ R2, z(x, y) = ln
√
y2 − 2x;

ã) D = {(x, y) : −y2 + 2x+ 1 > 0} ⊂ R2, z(x, y) =
1√

−y2 + 2x+ 1
;

ä) D = B̃(0;
√
π) = {(x, y, z) : 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ π} ⊂ R3,

w(x, y, z) = arccos(x2 + y2 + z2);

å) D = Rm, f(x) =

{
1, x ∈ Qm

0, x ∈ Rm \Qm (x = (x1, x2, . . . xm) ∈ Rm)

Òàçè ìàëêî �ïî-åêçîòè÷íà� ôóíêöèÿ å ñâîåîáðàçåí àíàëîã íà ôóíê-
öèÿòà íà Äèðèëå (çàäàäåíà â R). Äåôèíèðàíà å â D = Rm è ïðèå-
ìà ñòîéíîñò 1 çà âñè÷êè òî÷êè, ÷èèòî êîîðäèíàòè ñà ðàöèîíàëíè
÷èñëà, è ñòîéíîñò 0, êîãàòî ïîíå åäíà îò êîîðäèíàòèòå íå å ðàöè-
îíàëíî ÷èñëî.

2.2 Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

Â òàçè ñåêöèÿ å âúâåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà â ìíîæåñòâî D ⊂ Rm. Èçëîæåíèåòî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòàðÿ
åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé. Îòíîâî èìàìå äâå åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè çà ãðàíèöà
íà ôóíêöèÿ, à èìåííî äåôèíèöèÿ íà Êîøè è äåôèíèöèÿ íà Õàéíå.

Äåôèíèöèÿ 2.2.1 (Êîøè) Íåêà f : D −→ R, a ∈ Rm è a å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà D. Êàçâà ñå, ÷å f(x) èìà ãðàíèöà L ïðè x → a ñúñ ñòîé-
íîñòè x ̸= a, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà òàêîâà δ > 0, ÷å çà âñÿêî x
îò ìíîæåñòâîòî D \ {a}, çà êîåòî ρ(x, a) = ∥x − a∥ < δ, å èçïúëíåíî
|f(x)− L| < ε. Çàïèñâà ñå lim

x→a,x ̸=a
f(x) = L èëè ïðîñòî lim

x→a
f(x) = L.
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Äåôèíèöèÿ 2.2.2 (Õàéíå) Íåêà f : D −→ R, a ∈ Rm è a å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà D. Êàçâà ñå, ÷å f(x) èìà ãðàíèöà L ïðè x → a, x ̸= a, àêî
çà âñÿêà ðåäèöà {x(n)}∞n=1 (x(n) ∈ D, x(n) ̸= a), ñõîäÿùà êúì a, ÷èñëîâàòà
ðåäèöà {f(x(n))}∞n=1 èìà ãðàíèöà L.

Îò äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå, êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, âåäíàãà ñëåä-
âà, ÷å ãðàíèöàòà íà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî íà äàäåíè ôóíêöèè, ñúùåñ-
òâóâà, ñòèãà äà ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå íà äàäåíèòå ôóíêöèè (çà ãðàíèöà
íà ÷àñòíîòî îñòàâà çàäúëæèòåëíîòî èçèñêâàíå ãðàíèöàòà íà çíàìåíàòåëÿ
äà å ðàçëè÷íà îò íóëà).

Òåîðåìà 2.2.1 Äåôèíèöèèòå 2.2.1 è 2.2.2 íà Êîøè è Õàéíå çà ãðàíèöà
íà ôóíêöèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, íåêà lim
x→a

f(x) = L ïî ñìèñúëà íà äåôèíèöèÿòà

íà Êîøè è íåêà {x(n)}∞n=1 å ðåäèöà îò òî÷êè íà ìíîæåñòâîòî D, x(n) ̸= a.
Íåêà å ôèêñèðàíî ε > 0 è δ å ñúîòâåòíîòî ìó îò äåôèíèöèÿ 2.2.1. Òîãàâà
ïî Äåôèíèöèÿ 1.5.3 çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà îò òî÷êè ñúùåñòâóâà òàêîâà
N0 > 0, ÷å ρ(x(n), a) = ∥x(n) − a∥ < δ çà âñÿêî n > N0. Ñëåäîâàòåëíî ïðè
n > N0 å èçïúëíåíî |f(x(n))− L| < ε, êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå, ÷å îò äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå ñëåäâà òàçè íà Êî-
øè, å ïî-òðóäíî è ñå èçâúðøâà ÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî. Íàèñòèíà,
äîïóñêàíåòî, ÷å äåôèíèöèÿòà íà Êîøè íå å óäîâëåòâîðåíà, îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâà òàêîâà ε0 > 0, ÷å çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà òî÷êà xδ ∈ D, çà
êîÿòî ∥xδ − a∥ < δ, íî |f(xδ)−L| ≥ ε0. Íåêà δ äà ïðèåìà ñòîéíîñòè δn = 1

n

è íåêà x(n) = xδn. Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà x(n) ∈ D,
∥x(n)−a∥ < 1

n è |f(x(n))−L| ≥ ε0. Ñ äðóãè äóìè, ðåäèöàòà x(n) îò òî÷êè íà
D êëîíè êúì òî÷êàòà a, íî ðåäèöàòà îò ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè f(x(n))
íå êëîíè êúì L. �

Ðàçáèðà ñå, ïîðàäè åêâèâàëåíòíîñòòà íà òåçè äâå äåôèíèöèè, â äàäåíà
êîíêðåòíà ñèòóàöèÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà òàçè îò òÿõ, êîÿòî å ïî-óäîáíà.

Çàáåëåæêà 2.2.1 Äà ïîä÷åðòàåì, ÷å äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå ñå áàçèðà íà
ñõîäèìîñò íà ïðîèçâîëíè ÷èñëîâè ðåäèöè ñ åäíà è ñúùà ãðàíèöà L ∈ R.
Òîâà ïðàâè âúçìîæíî èçïîëçâàíåòî íà ëåìàòà íà äâàìàòà ïîëèöàè çà
íàìèðàíå ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïðè x, êëîíÿùî êúì a. Ñ äðóãè äóìè, àêî
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f, g, h : D −→ R, a ∈ Rm å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà D è ñúùåñòâóâà
òàêàâà îêîëíîñò Ua ⊂ Rm íà òî÷êàòà a, ÷å

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x), x ∈ Ua, è lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L, (2.2.1)

òî è ãðàíèöàòà íà f(x) ïðè x êëîíÿùî êúì a ñúùî ñúùåñòâóâà, è îñâåí
òîâà

lim
x→a

f(x) = L. (2.2.2)

Ïî-íàäîëó å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò íà ôóíêöèè, íåîãðàíè÷åíè â îêîëíîñò
íà äàäåíà òî÷êà.

Äåôèíèöèÿ 2.2.3 Íåêà f : D −→ R, a ∈ Rm è a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå
çà D. Êàçâà ñå, ÷å f(x) äèâåðãèðà êúì ∞ (ñúîòâåòíî êúì −∞) ïðè x→ a
ñúñ ñòîéíîñòè x ̸= a, àêî çà âñÿêî A ∈ R ñúùåñòâóâà òàêîâà δ > 0, ÷å
çà âñÿêî x îò ìíîæåñòâîòî D \ {a}, çà êîåòî ρ(x, a) = ∥x − a∥ < δ, å
èçïúëíåíî f(x) > A (ñúîòâåòíî f(x) < A). Çàïèñâà ñå lim

x→a,x ̸=a
f(x) = ∞

(−∞) èëè ïðîñòî lim
x→a

f(x) = ∞ (−∞). Êàçâà ñå îùå, ÷å f(x) èìà ãðàíèöà

áåçêðàéíîñò (èëè (−∞)) ïðè x→ a ñúñ ñòîéíîñòè x ̸= a.

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ñå îòíàñÿ äî ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Íàìå-
ðåíà å íåéíàòà ãðàíèöà â ïîñî÷åíà òî÷êà, êàòî ñà èëþñòðèðàíè ðàçëè÷íè
ïîäõîäè.

Ïðèìåð 2.2.1 Íåêà ôóíêöèÿòà f å çàäàäåíà â ìíîæåñòâîòî Df = R2 \

{(0, 0)} ñ ôîðìóëàòà f(x, y) = x4 + y4

x2 + y2
. Ïîêàçàíî å, ÷å lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

1) Ïúðâè íà÷èí:
Íåêà ε > 0, δ =

√
ε è (x, y) ∈ Df . Íåêà îñâåí òîâà ρ((x, y), (0, 0)) =√

x2 + y2 < δ =
√
ε. Òîãàâà

| f(x, y)− 0 |=| x
4 + y4

x2 + y2
|≤| x

4 + y4 + 2x2y2

x2 + y2
|= x2 + y2 < (

√
ε)2 = ε,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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2) Âòîðè íà÷èí:
Íåêà xn → 0, yn → 0, òîãàâà ñëåäâà, ÷å x2n → 0, y2n → 0, è ñúîòâåòíî
x2n + y2n → 0. Îò äðóãà ñòðàíà, çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f å
èçïúëíåíî

0 < f(xn, yn) =
x4n + y4n
x2n + y2n

≤ x2n + y2n.

Ñëåäîâàòåëíî

0 ≤ lim
(xn,yn)→(0,0)

f(xn, yn) ≤ lim
(x,y)→(0,0)

(x2n + y2n) = 0

è lim
(xn,yn)→(0,0)

f(xn, yn) = 0, êîåòî îçíà÷àâà,÷å lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

3) Òðåòè íà÷èí:
Ôóíêöèÿòà f èìà ñëåäíàòà äâóñòðàííà îöåíêà

0 < f(x, y) =
x4

x2 + y2
+

y4

x2 + y2
≤ x4

x2
+
y4

y2
= x2 + y2,

è òúé êàòî lim
(x,y)→(0,0)

0 = lim
(x,y)→(0,0)

(x2+y2) = 0, òî è lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

(ñúãëàñíî ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè � Çàáåëåæêà 2.2.1). �

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ñå îòíàñÿ äî ñëó÷àé, â êîéòî ãðàíèöàòà íå ñúùåñ-
òâóâà.

Ïðèìåð 2.2.2 Íåêà ôóíêöèÿòà f å çàäàäåíà â ìíîæåñòâîòî Df = R2 \
{(0, 0)} ñ ôîðìóëàòà f(x, y) = 2xy

x2 + y2
. Ïîêàçàíî å, ÷å òàçè ôóíêöèÿ íÿìà

ãðàíèöà â òî÷êàòà (0, 0).

1) Íàèñòèíà, àêî ñå ðàçãëåäàò ðåäèöèòå ñ îáùè ÷ëåíîâå xn = yn =
1

n
,

êîèòî êëîíÿò êúì íóëà, êîãàòî n → ∞, ò.å.

{(
1

n
,
1

n

)}∞

n=1

→ (0, 0),

êîãàòî n→ ∞, ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè ñ îáù

÷ëåí f(xn, yn) =
2
n2

2
n2

= 1 êëîíè êúì 1.
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2) Îò äðóãà ñòðàíà, ðåäèöèòå ñ îáùè ÷ëåíîâå x
′

n =
1

n
, y

′

n = −1

n
, ñúùî

êëîíÿò êúì íóëà, ò.å.

{(
1

n
,−1

n

)}∞

n=1

→ (0, 0), êîãàòî n→ ∞, íî ñú-

îòâåòíàòà ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè ñ îáù ÷ëåí f(x
′

n, y
′

n) =
− 2
n2

2
n2

= −1 êëîíè êúì −1 (à íå êúì 1).

Ñëåäîâàòåëíî lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) íå ñúùåñòâóâà. �

Äðóãî ïîëåçíî ïîíÿòèå, êîåòî çà ïðîñòîòà òóê å äàäåíî â ïðîñòðàíñòâîòî
R2, å ïîíÿòèåòî ïîâòîðíà ãðàíèöà.

Äåôèíèöèÿ 2.2.4 Íåêà D ⊂ R2, a = (a1, a2) ∈ R2 å òî÷êà íà ñãúñòÿ-
âàíå çà D è ôóíêöèÿòà f : D −→ R. Íåêà ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò
Ua2 ⊂ R íà òî÷êàòà a2, ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè y ∈ Ua2 äà ñúùåñòâóâà

lim
x→a1,x̸=a1

f(x, y) = φ(y). Àêî îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà lim
y→a2,y ̸=a2

φ(y) = A, òî

A ñå íàðè÷à ïîâòîðíà ãðàíèöà è ñå îçíà÷àâà êàêòî ñëåäâà

A = A1,2 = lim
y→a2

( lim
x→a1

f(x, y)).

Àíàëîãè÷íî ñå âúâåæäà è äðóãàòà ïîâòîðíà ãðàíèöà

A2,1 = lim
x→a1

( lim
y→a2

f(x, y)).

Ñëåäâàùàòà èíòåðåñíà òåîðåìà, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî íå å ïðèâåäåíî
òóê, äàâà âðúçêà ìåæäó ïîíÿòèÿòà ãðàíèöà è ïîâòîðíà ãðàíèöà íà ôóíê-
öèÿ.

Òåîðåìà 2.2.2 Íåêà D ⊂ R2, a = (a1, a2) ∈ R2 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà
D è ôóíêöèÿòà f : D −→ R. Íåêà

1) ñúùåñòâóâà îêîëíîñò Ua2 ⊂ R íà òî÷êàòà a2, òàêàâà ÷å çà âñè÷êè
ñòîéíîñòè y ∈ Ua2 äà ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim

x→a1,x̸=a1
f(x, y) = φ(y)

2) ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
(x,y)→(a1,a2)

f(x, y) = L (êðàéíà èëè áåçêðàé-

íà).
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Òîãàâà ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim
y→a2,y ̸=a2

φ(y) è îñâåí òîâà å â ñèëà ðà-

âåíñòâîòî lim
y→a2,y ̸=a2

φ(y) = L.

Ïðèìåð 2.2.3 Ðàçãëåäàíèòå ïî-äîëó ôóíêöèè ñà äåôèíèðàíè â ìíîæåñ-
òâîòî D = R2 \ {(0, 0)}. Çà òÿõ å èçñëåäâàíî êîè îò ãðàíèöèòå

A = lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), A1,2 = lim
y→0

(lim
x→0

f(x, y)), A2,1 = lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)),

ñúùåñòâóâàò è êîè íå ñúùåñòâóâàò, è òåçè îò òÿõ, êîèòî ñúùåñòâó-
âàò, ñà èç÷èñëåíè.

à) f(x, y) =
x− y

x+ y

á) f(x, y) =
x2 + y2

x2y2 + (x− y)2

â) f(x, y) =
xy2

x2 + y4

ã) f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
cos

1

y

ä) f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2

Ðåøåíèÿòà íà ñúîòâåòíèòå ïîäòî÷êè ñëåäâàò ðåäà íà çàäàâàíåòî èì.

à) Òúé êàòî âúòðåøíèòå ãðàíèöè ñúùåñòâóâàò è èìàò ñòîéíîñòè ñúîò-

âåòíî lim
x→0

f(x, y) =
−y
y

= −1 è lim
y→0

f(x, y) =
x

x
= 1, òî ïîâòîð-

íèòå ãðàíèöè ñà A1,2 = lim
y→0

(lim
x→0

f(x, y)) = lim
y→0

(−1) = −1 è A2,1 =

lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) = lim
x→0

(1) = 1. Ïî Òåîðåìà 2.2.2 ñëåäâà, ÷å ãðàíèöàòà

A = lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) íå ñúùåñòâóâà, çàùîòî ïðîòèâîïîëîæíîòî áè îç-

íà÷àâàëî, ÷å òÿ å ðàâíà åäíîâðåìåííî è íà A1,2 = −1, è íà A2,1 = 1,
êîåòî å íåâúçìîæíî.
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á) Òúé êàòî lim
x→0

f(x, y) =
y2

(−y)2
= 1 è lim

y→0
f(x, y) =

x2

x2
= 1, òî âúò-

ðåøíèòå ãðàíèöè ñúùåñòâóâàò è ñà ðàâíè íà 1, ïîðàäè êîåòî è ïîâ-
òîðíèòå ãðàíèöè èìàò ñúùàòà ñòîéíîñò, ò.å. A1,2 = A2,1 = 1. Ñúãëàñ-
íî Òåîðåìà 2.2.2, àêî ãðàíèöàòà A = lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ñúùåñòâóâà, òÿ

ñúùî òðÿáâà äà áúäå ðàâíà íà 1. Òîâà ñå ïîòâúðæäàâà è ïðè èçáî-
ðà íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí (xn, yn) = (1/n, 1/n) → (0, 0), çà êîÿòî
f(xn, yn) = 1 → 1. Ïîñëåäíîòî îáà÷å íå å äîñòàòú÷íî, çà äà ìîæå
äà ñå íàïðàâè çàêëþ÷åíèåòî, ÷å ãðàíèöàòà A ñúùåñòâóâà. Íàèñòèíà,
ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí (x

′

n, y
′

n) = (1/n,−1/n) ñúùî êëîíè êúì (0, 0), íî

f(x
′

n, y
′

n) =
2n2

1 + 4n2
→ 1

2
̸= 1, ïîðàäè êîåòî f(x, y) íÿìà ãðàíèöà ïðè

(x, y) → (0, 0).

â) Â òîçè ñëó÷àé âúòðåøíèòå ãðàíèöè ñà ðàâíè íà 0, ïîðàäè êîåòî A1,2 =
A2,1 = 0. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå, ñïîðåä Òåîðåìà 2.2.2, àêî ãðàíèöàòà
A = lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ñúùåñòâóâà, òÿ ñúùî òðÿáâà äà áúäå ðàâíà íà 0.

Âçåìàíåòî íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí (xn, yn) =

(
1

n2
,
1

n

)
, êëîíÿùà êúì

(0, 0), âîäè äî ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè f(xn, yn) =
1

2
→

1

2
̸= 0, è ñëåäîâàòåëíî f(x, y) íÿìà ãðàíèöà ïðè (x, y) → (0, 0).

ã) Òúé êàòî 0 ≤ |f(x, y)| ≤ |x + y| ≤ |x| + |y| è |x| + |y| → 0, êîãàòî
(x, y) → (0, 0), òî ãðàíèöàòà A = 0. Âúòðåøíàòà ãðàíèöà lim

x→0
f(x, y)

íå ñúùåñòâóâà, ïîíåæå ãðàíèöàòà lim
x→0

sin
1

x
íå ñúùåñòâóâà, à

lim
x→0

f(x, y) =

(
y cos

1

y

)
lim
x→0

sin
1

x
·

Àíàëîãè÷íî ñå ïîêàçâà, ÷å è äðóãàòà âúòðåøíà ãðàíèöà íå ñúùåñòâó-
âà. Íî òîãàâà ïîâòîðíèòå ãðàíèöè A1,2 è A2,1 ñúùî íå ñúùåñòâóâàò.

ä) Êàêòî å ïîêàçàíî â Ïðèìåð 2.2.1, ãðàíèöàòà A = 0. Îò äðóãà ñòðà-
íà, òúé êàòî âúòðåøíèòå ãðàíèöè ñúùåñòâóâàò è lim

x→0
f(x, y) = y2,

lim
y→0

f(x, y) = x2, òî è ïîâòîðíèòå ãðàíèöè A1,2 è A2,1 ñúùåñòâóâàò,

ïðè êîåòî A1,2 = A2,1 = A = 0. �
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2.3 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî

ïðîìåíëèâè

Ùå ñå çàíèìàåì ñ ïîíÿòèÿòà íåïðåêúñíàòîñò è ðàâíîìåðíà íåïðåêúñ-
íàòîñò, êîèòî ñå äåôèíèðàò êàêòî â R, ñàìî çà òî÷êè îò äåôèíèöèîííîòî
ìíîæåñòâî, çàïî÷âàéêè ñ íåïðåêúñíàòîñò. Çà öåëòà íåêà ôóíêöèÿòà f å
äåôèíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D ⊂ Rm.

Äåôèíèöèÿ 2.3.1 Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D −→ R å íåïðåêúñíàòà
â òî÷êàòà a ∈ D, àêî lim

x→a
f(x) = f(a).

Äâåòå åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ âî-
äÿò äî äâå åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè íà íåïðåêúñíàòîñòòà.

Äåôèíèöèÿ 2.3.2 (íåïðåêúñíàòîñò ïî Êîøè) Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿ-
òà f : D −→ R å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà a ∈ D, àêî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêîâà ÷å çà âñÿêî x îò ìíîæåñòâîòî D, çà êîåòî
ρ(x, a) = ∥x− a∥ < δ, å èçïúëíåíî |f(x)− f(a)| < ε.

Äåôèíèöèÿ 2.3.3 (íåïðåêúñíàòîñò ïî Õàéíå) Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöè-
ÿòà f : D −→ R å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà a ∈ D, àêî çà âñÿêà ðå-
äèöà {x(n)}∞n=1 (ñ x(n) ∈ D çà n ∈ N), ñõîäÿùà êúì a, ÷èñëîâàòà ðåäèöà
{f(x(n))}∞n=1 èìà ãðàíèöà f(a).

Çàáåëåæêà 2.3.1 Ðàçáèðà ñå, òúé êàòî òåçè äâå äåôèíèöèè ñà åêâèâà-
ëåíòíè, íèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå òàçè îò òÿõ, êîÿòî å ïî-óäîáíà â
äàäåíà êîíêðåòíà ñèòóàöèÿ. Òàêà íàïðèìåð, îò äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå,
êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ñóìà, ðàçëèêà, ïðîèçâåäå-
íèå è ÷àñòíî íà äâå íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
(çà íåïðåêúñíàòîñò íà ÷àñòíîòî â òî÷êàòà a îñòàâà çàäúëæèòåëíîòî
èçèñêâàíå çíàìåíàòåëÿò äà å ðàçëè÷eí îò íóëà â òàçè òî÷êà).

Ðàçãëåäàíèòå ïî-äîëó ôóíêöèè ñà äåôèíèðàíè â ìíîæåñòâîòî R2 èëè
â íåãîâîòî ïîäìíîæåñòâî D = R2 \ {(0, 0)}. Çà òÿõ å èçñëåäâàíî êúäå ñà
íåïðåêúñíàòè è êúäå íå ñà.

Ïðèìåð 2.3.1 à) f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0
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á) f(x, y) =

 x4 + y4

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0

0, (x, y) = (0, 0)

â) f(x, y) =

 x4 + y4

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

à) Ôóíêöèÿòà f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
å íåïðåêúñíàòà â ìíîæåñòâîòî D = R2 \

{(0, 0)}, êúäåòî å äåôèíèðàíà, çàùîòî å ÷àñòíî íà äâå íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè è çíàìåíàòåëÿò x2+y2 å ðàçëè÷åí îò íóëà â ìíîæåñòâîòî D.
Â òî÷êàòà (0, 0) ïîíÿòèÿòà ïðåêúñíàòîñò è íåïðåêúñíàòîñò ñà ëèøåíè
îò ñìèñúë, çàùîòî ïî óñëîâèå ôóíêöèÿòà íå å äåôèíèðàíà òàì.

á) Òàçè ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà â ìíîæåñòâîòî D ïî ñúùèòå ïðè÷èíè.
Îñòàâà äà ñå èçÿñíè âúïðîñúò åäèíñòâåíî â òî÷êàòà (0, 0). Çà öåëòà ñå
íóæäàåì îò ãðàíèöàòà lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y). Àêî òÿ å ðàâíà íà f(0, 0) = 0,

ôóíêöèÿòà ùå áúäå íåïðåêúñíàòà è â (0, 0), â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå áú-
äå ïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Äà ïðèïîìíèì, ÷å â ïîäòî÷êà ä) íà Ïðè-
ìåð 2.2.3, ïîëó÷èõìå, ÷å òúðñåíàòà ãðàíèöà å ðàâíà íà íóëà, îòêúäåòî
ñëåäâà íåïðåêúñíàòîñòòà íà f è â òî÷êàòà (0, 0). Ñëåäîâàòåëíî, òÿ å
íåïðåêúñíàòà â öÿëîòî ñè äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî R2.

â) Àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèòå äâå ïîäòî÷êè èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ å íåï-
ðåêúñíàòà â ìíîæåñòâîòî D, íî å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà (0, 0), çàùîòî,
êàêòî ïðèïîìíèõìå ïî-ãîðå, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0, à 0 ̸= f(0, 0) = 1 â

òîçè ñëó÷àé. �

Ïðèìåð 2.3.2 Äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà a (àêî ñúùåñò-
âóâà), òàêà ÷å äåôèíèðàíàòà ïî-äîëó ôóíêöèÿ äà å íåïðåêúñíàòà â òî÷-
êàòà (0, 0):

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

a, | x | + | y |= 0
.

Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà
â òî÷êàòà (0, 0) è íåéíîòî ïðèðàâíÿâàíå íà òúðñåíàòà ñòîéíîñò íà ïàðàìå-
òúðà a. Àêî âçåìåì ðåäèöèòå ñ îáùè ÷ëåíîâå (xn, yn) = (1/n, 1/n) → (0, 0)
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è (x
′

n, y
′

n) = (1/n,−1/n), êîÿòî ñúùî êëîíè êúì (0, 0), òî çà ñúîòâåòíèòå
ðåäèöè îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèèòå ñå ïîëó÷àâà

f(xn, yn) = 1/2 → 1/2, íî f(x
′

n, y
′

n) = −1/2 → −1/2 ̸= 1/2,

ïîðàäè êîåòî f íÿìà ãðàíèöà ïðè (x, y) → (0, 0). Ñëåäîâàòåëíî, íÿìà ñòîé-
íîñò íà ïàðàìåòúðà a, çà êîÿòî ôóíêöèÿòà äà å íåïðåêúñíàòà â (0, 0). �

Ïðèìåð 2.3.3 Íåêà A, B, C è D ñà ïîäìíîæåñòâà íà R2, äåôèíèðàíè
êàêòî ñëåäâà:

A = {(x, y) : x ≥ 0, y ≤ 1, y > x}, B = {(x, y) : x ≤ 1, y ≥ 0, y < x},

C = {(x, y) : x = y, 0 ≤ x ≤ 1}, D = A ∪B ∪ C,
è ôóíêöèÿòà f : D −→ R å çàäàäåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f(x, y) =


1

y2
, (x, y) ∈ A,

0, x = y,

− 1

x2
, (x, y) ∈ B.

Äà ñå èçñëåäâà çà íåïðåêúñíàòîñò òàçè ôóíêöèÿ â äåôèíèöèîííîòî ñè
ìíîæåñòâî D.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ìíîæåñòâàòà A è B ñà äâàòà òðèúãúëíèêà, ðàçïîëîæåíè
ñúîòâåòíî íàä è ïîä îòñå÷êàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå (0, 0) è (1, 1), ñ õèïîòå-
íóçè òàçè îòñå÷êà è òðåòè âúðõîâå ñúîòâåòíî òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (0, 1) è
(1, 0), à ìíîæåñòâîòî C å ñàìàòà îòñå÷êà.

A

BB

A

Ôèãóðà 2.3.1
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Ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â ìíîæåñòâîòî A, çàùîòî å ÷àñòíî íà äâå
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, ñúñ çíàìåíàòåë y2 ̸= 0 â A. Àíàëîãè÷íî, òÿ å íåï-
ðåêúñíàòà è â B, çàùîòî òàì çíàìåíàòåëÿò å x2 ̸= 0. Îñòàâà äà ñå èçñëåäâà
ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà ñàìî âúðõó îòñå÷êàòà C. Çà öåëòà, íåêà òî÷êàòà
(x0, y0) = (x0, x0) ∈ C è äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

{(xn, yn)}∞n=1 , (xn, yn) ∈ A

ñ ãðàíèöà òî÷êàòà (x0, x0). Çà ãðàíèöàòà íà ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ñòîéíîñ-
òè íà ôóíêöèÿòà èìàìå

lim
n→∞

f(xn, yn) =
1

y20
=

1

x20
̸= 0, àêî x0 ̸= 0, à f(x0, x0) = 0,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà (x0, x0) ̸= (0, 0) (àêî
(xn, yn) ∈ B, òî lim f(xn, yn) = −1/x20 ̸= f(x0, x0) = 0).

Â ñëó÷àé, ÷å x0 = 0, çà ãðàíèöàòà lim f(xn, yn) ïîëó÷àâàìå, ÷å å ∞ (ñú-
îòâåòíî −∞), à f(0, 0) = 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å f å ïðåêúñíàòà è â òî÷êàòà
(0,0).

Â çàêëþ÷åíèå ìîæåì äà îòáåëåæèì, ÷å ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ å íåï-
ðåêúñíàòà â öåëèÿ êâàäðàò D, â êîéòî å äåôèíèðàíà, ñ èçêëþ÷åíèå íà
òî÷êèòå îò íåãîâèÿ äèàãîíàë C, êúäåòî å ïðåêúñíàòà. �
Äåôèíèöèÿ 2.3.4 (çà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ) Íåêà A ⊂ Rm å îòâîðåíî
ìíîæåñòâî, f : A → R è xk : (α, β) → R, k = 1 ÷m. Ïîëàãàéêè x(t) =
(x1(t), x2(t), . . . xm(t)) ∈ A çà âñÿêî t ∈ (α, β), ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (t) =
f ◦ x(t) = f(x(t)) ñå äåôèíèðà ñ ôîðìóëàòà

F (t) = f ◦ x(t) = f(x(t)) = f(x1(t), x2(t), . . . xm(t)). (2.3.1)

Òåîðåìà 2.3.1 Íåêà A ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî è f : A → R, èí-
òåðâàëúò (α, β) ⊂ R è xk : (α, β) → R çà k = 1 ÷ m. Íåêà îñâåí òîâà
x = (x1(t), x2(t), . . . xm(t)) ∈ A çà ∀t ∈ (α, β) è xk ñà íåïðåêúñíàòè â
òî÷êàòà t0 ∈ (α, β) çà ∀k = 1 ÷ m, à f å íåïðåêúñíàòà â x0 = x(t0).
Òîãàâà ôóíêöèÿòà F (t) = f ◦ x(t) = f(x(t)) = f(x1(t), x2(t), . . . xm(t)) å
íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà t0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà tk ∈ (α, β) çà k ∈ N è tk → t0. Äà îçíà÷èì x(k) =
(x1(tk), x2(tk), . . . , xm(tk)). Òúé êàòî x1(t), x2(t), . . . , xm(t) ñà íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè, òî x(k) êëîíè êúì x0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(x) ïîëó÷àâàìå,
÷å F (tk) = f(x(k)) → f(x0) = F (t0). �
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Çàáåëåæêà 2.3.2 Ïîñëåäíàòà òåîðåìà è òâúðäåíèåòî çà àðèòìåòè÷íè
äåéñòâèÿ ñ íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè (íàêðàòêî ðåçþìèðàíî â Çàáåëåæêà
2.3.1) ïîçâîëÿâàò äà ñå ïîëó÷àò ãîëÿìî êîëè÷åñòâî íåïðåêúñíàòè ôóíê-
öèè.

2.4 Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Ïðîäúëæàâàìå íàòàòúê ñ äåôèíèöèÿòà çà ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò
íà ôóíêöèÿ íà ïîâå÷å ïðîìåíëèâè. È òîâà ïîíÿòèå ñå ïðåíàñÿ îò åäíîìåð-
íèÿ ñëó÷àé ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 2.4.1 Íåêà A ⊂ Rm è f : A → R. Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â A, àêî çà âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà òàêàâà δ =
δ(ε), ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè x′, x′′ ∈ A, çà êîèòî ðàçñòîÿíèåòî ρ(x′, x′′) =
∥x′ − x′′∥ < δ, äà ñëåäâà, ÷å |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Òóê âåäíàãà ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 2.4.1 Àêî åäíà ôóíêöèÿ å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â äàäåíî
ìíîæåñòâî, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â íåãî. Îáðàòíîòî íåâèíàãè å âÿðíî.

Çà ïî-çàäúëáî÷åíî èçÿñíÿâàíå íà ïîíÿòèåòî ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò
äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.4.1 Òóê ñà ðàçãëåäàíè äâå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â R2, è ñà èç-
ñëåäâàíè çà íåïðåêúñíàòîñò è ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò â äàäåíè ìíî-
æåñòâà, êàêòî ñëåäâà:

à) f(x, y) = x2 + y2 å íåïðåêúñíàòà â R2, íî íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñ-
íàòà â íåãî,

á) f(x, y) = x2 + y2 å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â ïðàâîúãúëíèêà [0, 2]×
[0, 3],

â) f(x, y) = cos(x+ y) å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â R2.
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Íåêà x, y, h, k ∈ R è ε > 0. Çà äà ðàçãëåäàìå ïúðâèòå äâå ïîäòî÷êè, ñå
íóæäàåì îò ìîäóëà íà ðàçëèêàòà f(x + h, y + k) − f(x, y), êîéòî ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

|f(x+h, y+k)−f(x, y)| = |(x+h)2+(y+k)2−(x2+y2)| = |2xh+2yk+h2+k2|.
(2.4.1)

Çàïî÷âàéêè ñ ïîäòî÷êà à), ïúðâî ùå óñòàíîâèì íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â
R2.

à) 1. Ðàçëèêàòà (2.4.1) ìîæå äà áúäå îöåíåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| 5 |h||2x+ h|+ |k||2y + k|. (2.4.2)

Íåêà ñåãà äà îçíà÷èì

δ1 = min

(
ε

2(2|x|+ 1)
, 1

)
, δ2 = min

(
ε

2(2|y|+ 1)
, 1

)
,

δ = min(δ1, δ2) = min

(
ε

2(2|x|+ 1)
,

ε

2(2|y|+ 1)
, 1

)
,

è íåêà
√
h2 + k2 < δ. Òîãàâà |h| < δ è |k| < δ, è ñëåäîâàòåëíî å

èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| < ε

2
+
ε

2
= ε,

îòêúäåòî ñëåäâà íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â R2.

à) 2. Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å f(x, y) íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â R2,
ìîæå äà ñå èçâúðøè ñ äîïóñêàíå íà ïðîòèâîïîëîæíîòî. Íàèñòèíà, îò
äîïóñêàíåòî, ÷å f(x, y) å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â R2, ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâà òàêàâà δ = δ(ε), ÷å çà âñåêè h è k, çà êîèòî

√
h2 + k2 < δ,

äà ñëåäâà |f(x+h, y+k)−f(x, y)| < ε, ∀x, y ∈ R. Íåêà ñåãà h =
δ

2
è k =

δ

2
, òîãàâà

√
h2 + k2 =

√
δ2

4
+
δ2

4
=

√
δ2

2
< δ. Ñëåäîâàòåëíî, ïðåäâèä

(2.4.1) è ïðåäïîëîæåíàòà ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò, çà ∀x, y ∈ R å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| =
∣∣∣∣δx+ δy +

δ2

2

∣∣∣∣ = δ

∣∣∣∣x+ y +
δ

2

∣∣∣∣ < ε.
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Ïîñëåäíîòî å íåâúçìîæíî çà äîñòàòú÷íî �ãîëåìè� x è y, êîåòî âîäè
äî ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî, ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà â R2, íî íå å
ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

á) Çà äîêàçâàíå, ÷å f(x, y) = x2+y2 å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â ïðàâî-
úãúëíèêà [0, 2]× [0, 3] ⊂ R2, îòíîâî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî (2.4.2),
ò. å.

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| 5 |h||2x+ h|+ |k||2y + k|,

âçåìàéêè (x, y), (x + h, y + k) ∈ [0, 2] × [0, 3], δ = min
( ε
12
, 1
)
è

√
h2 + k2 < δ. Òîãàâà |h| < δ, |k| < δ, |2x+h| 5 2 |x|+|h| 5 2.2+1 = 5

è |2y + k| 5 2 |y|+ |k| 5 2.3 + 1 = 7, îòêúäåòî

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| 5 5|h|+ 7|k| < 5ε

12
+

7ε

12
= ε.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2+y2 å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà
â ìíîæåñòâîòî [0, 2]× [0, 3].

â) Íåêà x, y, h, k ∈ R, ε > 0, δ =
ε

2
è
√
k2 + h2 < δ ( ⇒ |h| < δ è |k| < δ).

Çà ïðåñìÿòàíå íà ðàçëèêàòà f(x + h, y + k) − f(x, y) ñå èçïîëçâà

òðèãîíîìåòðè÷íîòî òúæäåñòâî cosα− cos β = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2
,

à çà îöåíÿâàíå íà íåéíèÿ ìîäóë � òðèãîíîìåòðè÷íèòå íåðàâåíñòâà
|sinx| ≤ 1 è |sinx| ≤ |x|. Ïðè èçâúðøâàíå íà òåçè ïðåñìÿòàíèÿ ïîëó-
÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

|cos (x+ y + k + h)− cos (x+ y)| = 2

∣∣∣∣sin k + h

2
. sin

2x+ 2y + k + h

2

∣∣∣∣
è

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| 5 2

∣∣∣∣sin k + h

2

∣∣∣∣ 5 |k|+ |h| < ε

2
+
ε

2
= ε,

îòêúäåòî àâòîìàòè÷íî ñëåäâà ðàâíîìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóí-
êöèÿòà f(x, y) = cos(x+ y) â ðàâíèíàòà R2. �
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Òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó êðàåí è çàò-
âîðåí èíòåðâàë ëåñíî ñå ïðåíàñÿ çà ñëó÷àÿ íà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó
êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà íà Rm (ò.å. îãðàíè÷åíè è çàòâîðåíè). Äîêàçàòåë-
ñòâàòà îòíîâî ñå îñíîâàâàò íà Äåôèíèöèÿ 1.5.6 è 1.4.9 çà êîìïàêòíî ìíî-
æåñòâî

Òåîðåìà 2.4.1 (íà Âàéåðùðàñ) Íåêà ìíîæåñòâîòî K ⊂ Rm å êîì-
ïàêòíî è ôóíêöèÿòà f : K → R å íåïðåêúñíàòà âúðõó K. Òîãàâà

1) f å îãðàíè÷åíà â K, ò.å. ñúùåñòâóâàò m,M ∈ R, òàêèâà ÷å çà
âñè÷êè x ∈ K å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî m ≤ f(x) ≤M .

2) f äîñòèãà íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò â K, ò.å. ñú-
ùåñòâóâàò òî÷êè x0, y0 ∈ K, òàêèâà ÷å

f(x0) = inf
x∈K

f(x) è f(y0) = sup
y∈K

f(x).

Äîêàçàòåëñòâî. Çàïî÷âàìå ñ îãðàíè÷åíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f .

1) Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â êîìïàêòíîòî ìíî-
æåñòâî K ⊂ Rm. Äà äîïóñíåì, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà íàïðèìåð îòãîðå.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò òî÷êè x(k) ∈ K òàêèâà, ÷å f(x(k)) ≥ k.
Ñïîðåä Äåôèíèöèÿ 1.5.6 ìîæå äà ñå èçáåðå íåéíà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà
xkl → x0 ∈ K. Òîãàâà, îò åäíà ñòðàíà, f(xkl) ≥ kl è ñëåäîâàòåëíî
f(x(kl)) → ∞. Îò äðóãà ñòðàíà, îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà
x0 ñëåäâà, ÷å f(x(kl)) → f(x0), è ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà,
÷å ôóíêöèÿòà å îãðàíè÷åíà îòãîðå. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà è îãðàíè-
÷åíîñòòà îòäîëó.

Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå èçâúðøè è ñ èçïîëçâàíåòî íà Äåôèíè-
öèÿ 1.4.9, è òî å èçëîæåíî ïî-äîëó. Íàèñòèíà, íåêà ε > 0 è ξ ∈ K.
Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà ξ, òî ñúùåñòâóâà
òàêîâà δξ = δ(ξ, ε), ÷å çà âñè÷êè x ∈ K ∩ B(ξ, δξ) å èçïúëíåíî íå-
ðàâåíñòâîòî |f(x)− f(ξ)| < ε, ò.å. f(ξ) − ε < f(x) < f(ξ) + ε. Òîâà
ïîêàçâà, ÷å â ìíîæåñòâîòî K ∩ B(ξ, δξ) ôóíêöèÿòà f å îãðàíè÷åíà
îòäîëó ñ ÷èñëîòî f(ξ)− ε, à îòãîðå � ñ f(ξ) + ε. Î÷åâèäíî ôàìèëèÿ-
òà {B(ξ, δξ)}ξ∈K ïðåäñòàâëÿâà îòâîðåíî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî K
(ξ ∈ K ⇒ ξ ∈ B(ξ, δξ) ⇒ ξ ∈ ∪ξ∈KB(ξ, δξ)). Òîãàâà, òúé êàòîK å êîì-
ïàêòíî, ñúãëàñíî Äåôèíèöèÿ 1.4.9 îò íåÿ ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî
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ïîäïîêðèòèå. Íåêà {B (ξk, δξk)}
n
k=1 , n ∈ N å òîâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Â òàêúâ ñëó÷àé çà âñÿêî k = 1÷n è çà âñè÷êè x ∈ B (ξk, δξk)∩K å èç-
ïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(ξk)− ε < f(x) < f(ξk)+ ε. Ñëåä âúâåæäàíå
íà îçíà÷åíèÿòà

m = min
k=1÷n

{f(ξk)− ε} , M = max
k=1÷n

{f(ξk)− ε} ,

ïîñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ïðèäîáèâàò âèäà m ≤ f(x) ≤ M íàâñÿêúäå
â êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî K.

2) ÍåêàM = sup
x∈K

f(x). Òîãàâà çà âñÿêî åñòåñòâåíî k, ÷èñëîòîM− 1

k
âå÷å

íå å ãîðíà ãðàíèöà çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà, è íèå ìîæåì äà

íàìåðèì òî÷êà x(k) ∈ K, òàêàâà ÷å M − 1

k
< f(x(k)) ≤M . Îòíîâî äà

èçáåðåì ñõîäÿùà ïîäðåäèöà x(kl) → x0 ∈ K. Êàòî èçâúðøèì ãðàíè÷åí

ïðåõîä â íåðàâåíñòâàòà M − 1

kl
< f(x(kl)) ≤ M , ïîëó÷àâàìå M ≤

f(x0) ≤ M , ò.å. f(x0) = M . Òâúðäåíèåòî çà äîñòèãàíå íà òî÷íàòà
äîëíà ãðàíèöà (inf) ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 2.4.2 Òóê ðàçãëåäàíèòå äâå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíà-
òè â R2, ñà èçñëåäâàíè çà ìàêñèìóì è ìèíèìóì â ðàçëè÷íè ïîäìíîæåñ-
òâà íà R2.

à) ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 äîñòèãà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ñè

â ïðàâîúãúëíèêà P = [0, 1] × [2, 7] è â çàòâîðåíèÿ êðúã B̃(0; 1) =
[B(0; 1)] (Äåôèíèöèÿ 1.4.2 è 1.4.3),

á) ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 íå äîñòèãà ìàêñèìóìà ñè â îòâîðåíèÿ
êðúã B(0; 1),

â) ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 íå äîñòèãà ìèíèìóìà ñè â ìíîæåñò-
âîòî D = [B(0; 1)] \ {(0, 0)},

ã) ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 äîñòèãà êàêòî ìàêñèìóìà, òàêà è
ìèíèìóìà ñè â ìíîæåñòâîòî D = [B(0; 1)] \ {(1, 0)},

ä) ôóíêöèÿòà f(x, y) = x + y, íå äîñòèãà ìàêñèìóìà ñè â ìíîæåñò-
âîòî D = [B(0; 1)] \ {(

√
2/2,

√
2/2)}.
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Äîêàòî ìíîæåñòâàòà îò ïúðâàòà ïîäòî÷êà � ïðàâîúãúëíèêúò P è êðúãúò
B̃(0; 1) = [B(0; 1)] � ñà îãðàíè÷åíè è çàòâîðåíè è ñëåäîâàòåëíî ñà êîì-
ïàêòíè (ñïîðåä Çàáåëåæêà 1.4.2), òî â îñòàíàëèòå ïîäòî÷êè ïîëîæåíèåòî å
ðàçëè÷íî.

à) Êàêòî å ïîêàçàíî â Ïðèìåð 2.4.1, äàäåíàòà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà
â R2, ñëåäîâàòåëíî å íåïðåêúñíàòà è â íåéíèòå ïîäìíîæåñòâà ïðàâî-
úãúëíèêà P è êðúãà [B(0; 1)], êîèòî ñà êîìïàêòíè. Òîãàâà ñúãëàñíî
òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ (Òåîðåìà 2.4.1), ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2+y2

äîñòèãà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ñè âúâ âñÿêî åäíî îò äâåòå ìíîæåñò-
âàòà, ò.å., êàêòî â ïðàâîúãúëíèêà P = [0, 1]×[2, 7], òàêà è â çàòâîðåíèÿ
êðúã [B(0; 1)].

á) Ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2+y2 å íåïðåêúñíàòà â îòâîðåíèÿ êðúã B(0; 1),
íî òî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, è ñëåäîâàòåëíî íå å êîìïàêòíî ìíîæåñ-
òâî. Ñëåäîâàòåëíî òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ íå å ïðèëîæèìà. Îáà÷å
â îòâîðåíèÿ êðúã B(0; 1) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî 0 ≤ x2 + y2 < 1,
îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å 0 ≤ f(x, y) = x2 + y2 < 1 â êðúãà B(0; 1), ò.å.
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f ñà â öåëèÿ èíòåðâàë [0, 1). Îáà÷å, òúé êà-
òî â èíòåðâàëà [0, 1) íÿìà íàé-ãîëÿìî ÷èñëî, f íå äîñòèãà ìàêñèìóìà
ñè â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî B(0; 1).

â) Ìíîæåñòâîòî D = [B(0; 1)] \ {(0, 0)} ñúùî íå å çàòâîðåíî, è ñëåäî-
âàòåëíî íå å êîìïàêòíî. Îáà÷å òàì å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî 0 <
x2+y2 ≤ 1, îòêúäåòî 0 < f(x, y) ≤ 1. Òúé êàòî â èíòåðâàëà (0, 1] íÿìà
íàé-ìàëêî ÷èñëî, ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 íå äîñòèãà ìèíèìóìà
ñè â ìíîæåñòâîòî [B(0; 1)] \ {(0, 0)}.

ã) Ìíîæåñòâîòî D = [B(0; 1)] \ {(1, 0)} íå å çàòâîðåíî, è ñëåäîâàòåëíî
íå å êîìïàêòíî. Â îòâîðåíèÿ êðúã B(0; 1) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
0 ≤ x2+ y2 < 1. Â òî÷êàòà (1, 0), êîÿòî å îò êîíòóðà è å åäèíñòâåíàòà
ìó òî÷êà, êîÿòî íå ëåæè â D, å èçïúëíåíî 12 + 02 = 1, íî âúâ âñè÷êè
îñòàíàëè òî÷êè íà êîíòóðà C(0; 1) = ∂D ñúùî å èçïúëíåíî òúæäåñ-
òâîòî x2 + y2 = 1. Ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ f(x, y) ≤ 1 â D, ïîðàäè êîåòî
ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 äîñòèãà êàêòî ìàêñèìóìà, òàêà è ìèíè-
ìóìà ñè â ìíîæåñòâîòî, êàòî ìèíèìóìúò ñå äîñòèãà â òî÷êàòà (0, 0)
è èìà ñòîéíîñò 0, à ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà â òî÷êèòå îò åäèíè÷íàòà
îêðúæíîñò, ðàçëè÷íè îò òî÷êàòà (1, 0), è èìà ñòîéíîñò 1.

ä) Âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî [B(0;1)] ôóíêöèÿòà f(x, y) = x + y
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äîñòèãà êàêòî ìàêñèìóìà, òàêà è ìèíèìóìà ñè. Â òîçè ïðèìåð ñå
èíòåðåñóâàìå ñàìî îò ìàêñèìóìà. ßñíî å, ÷å òîé ñå äîñòèãà íÿêúäå
ïî åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) (ñóìàòà x+y, êîãàòî (x, y) ñå èçìåíÿ
ïî îòñå÷êà-ðàäèóñ íà C(0; 1), å íàé-ãîëÿìà âúðõó ñàìàòà îêðúæíîñò),
êîÿòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

x = cosα, y = sinα, α ∈ [0, 2π).

Òîãàâà ôóíêöèÿòà ñå ïðåîáðàçóâà âúâ âèäà h(α) = f(x(α), y(α)) =√
2 cos(π/4 − α) çà α ∈ [0, 2π) è î÷åâèäíî èìà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò,

ðàâíà íà
√
2, ñàìî çà α = π/4. Íî òîãàâà ôóíêöèÿòà f äîñòèãà ñâîÿ

ìàêñèìóì â [B(0;1)] ñàìî çà òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè x =
√
2/2 è y =√

2/2, êîÿòî íå å òî÷êà îò ìíîæåñòâîòîD = [B(0; 1)]\{(
√
2/2,

√
2/2)}.

Ñëåäîâàòåëíî òÿ íå äîñòèãà ìàêñèìóìà ñè â ìíîæåñòâîòî D.

Òåîðåìà 2.4.2 (íà Êàíòîð) Íåêà ìíîæåñòâîòî K ⊂ Rm å êîìïàêòíî
è ôóíêöèÿòà f : K → R å íåïðåêúñíàòà âúðõó K. Òîãàâà f å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà âúðõó K.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ôóíêöèÿòà f , äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíà-
òà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâîK, íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ÷èñëî ε0 > 0 òàêîâà, ÷å ïî-íàòàòúøíàòà ÷àñò îò äåôèíèöè-
ÿòà íå å èçïúëíåíà, ò.å. çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò òî÷êè xδ, yδ ∈ K,
òàêèâà ÷å ρ(xδ, yδ) < δ, íî |f(xδ) − f(yδ)| ≥ ε0. Äà äàäåì íà δ ñòîé-

íîñòè δ = δk =
1

k
(k = 1, 2, . . . ) è äà îçíà÷èì çà óäîáñòâî x(k) = xδk ,

y(k) = yδk . Òîãàâà òåçè òî÷êè óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
∣∣∣x(k) − y(k)

∣∣∣ < 1

k
è∣∣∣f(x(k))− f(y(k))

∣∣∣ ≥ ε0. Íåêà
{
x(kl)

}∞
l=1

å ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà{
x(k)
}∞
k=1

ñ ãðàíèöà x0 ∈ K. Î÷åâèäíî å, ÷å ðåäèöàòà
{
y(kl)

}∞
l=1

êëîíè êúì
ñúùàòà ãðàíèöà. Òîãàâà, ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà f å èçïúëíåíî

f(x(kl)) → f(x0), f(y(kl)) → f(x0) è f(x(kl))− f(y(kl)) → 0,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî |f(x(kl))− f(y(kl))| ≥ ε0. �

Èçëîæåíèÿò ïî-äîëó ïðèìåð å èëþñòðàöèÿ çà èçïîëçâàíåòî íà òåîðåìà-
òà.

Ïðèìåð 2.4.3 Ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà
â ïðàâîúãúëíèêà P = [0, 1]× [2, 7].
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Íàèñòèíà, êàêòî å ïîêàçàíî â Ïðèìåð 2.4.1, äàäåíàòà ôóíêöèÿ f å íåï-
ðåêúñíàòà â R2, ñëåäîâàòåëíî å íåïðåêúñíàòà è â íåéíîòî ïîäìíîæåñòâî
ïðàâîúãúëíèêà P , êîéòî å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëíî f å ðàâíî-
ìåðíî íåïðåêúñíàòà â ïðàâîúãúëíèêà P = [0, 1]× [2, 7]. �



Ãëàâà 3

×àñòíè ïðîèçâîäíè.
Äèôåðåíöèðóåìîñò íà
ôóíêöèÿ íà äâå è ïîâå÷å
ïðîìåíëèâè

3.1 Äåôèíèöèÿ íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà

ÍåêàD ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òî÷êàòà x0 =
(
x01, x

0
2, . . . x

0
i , . . . , x

0
m

)
ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî D è Ux0 ⊂ D å îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0,
à Ux0i ⊂ R å îêîëíîñò íà x0i çà i = 1, 2, . . . ,m, êàòî ïðè òîâà òî÷êàòà(
x01, x

0
2, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
m

)
∈ Ux0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà xi ∈ Ux0i .

Íåêà îñâåí òîâà ñà äåôèíèðàíè ôóíêöèèòå f è g ñúîòâåòíî â D è Ux0i , ò. å.

f : D → R, g : Ux0i → R è g(xi) = f
(
x01, x

0
2, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
m

)
.

Ïî-íàòàòúê ìîãàò äà ñå ðàçãëåäàò ïðîèçâîäíèòå íà íàïèñàíèòå ïî-ãîðå
ôóíêöèè g(xi) (ñòèãà òå äà ñúùåñòâóâàò) çà i = 1, 2, . . . ,m. Ñ äðóãè äó-
ìè, ìîæå äà ñå äèôåðåíöèðà ôóíêöèÿòà f(x) ïî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå
x1, x2, . . . , xm, êàòî îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè ñà ôèêñèðàíè. Òàêà ñòèãàìå äî
ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 3.1.1 Ïðîèçâîäíàòà, àêî ñúùåñòâóâà, íà ôóíêöèÿòà g â
òî÷êàòà x0i ñå íàðè÷à ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f (ïî ïðîìåí-

ëèâàòà xi) â òî÷êàòà x0. Èçïîëçâà ñå îçíà÷åíèåòî
∂f(x0)

∂xi
èëè f ′xi(x

0).

49
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Çàáåëåæêà 3.1.1 Äà îòáåëåæèì, ÷å âñúùíîñò ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà
ôóíêöèÿòà f îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà xi å ðàâíà íà ãðàíèöàòà íà ôóíêöè-

ÿòà φ(hi) :=
g(x0i + hi)− g(x0i )

hi
ïðè hi → 0 (àêî òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâó-

âà), ò.å.

lim
hi→0

φ(hi) =
∂f(x0)

∂xi
(àêî ãðàíèöàòà ∃).

Çà èëþñòðàöèÿ íà âúâåäåíîòî ïîíÿòèå å ðàçãëåäàí ïðèìåðúò, äàäåí ïî-
äîëó.

Ïðèìåð 3.1.1 Äà ñå íàìåðÿò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè (àêî ñúùåñò-
âóâàò) íà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

à) f(x, y, z) = e4x+3y+xy2z3+1111eπ çà ïðîèçâîëíà òî÷êà (x0, y0, z0) ∈ R3,

á) f(x, y) = |x+ y| â òî÷êàòà (0, 0),

â) f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),
â ðàâíèíàòà R2.

à) Äà ñå íàìåðè ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà ïî íÿêîÿ îò ïðîìåíëèâèòå x, y èëè
z, îçíà÷àâà äà ñå ôèêñèðàò îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè è äà ñå äèôåðåí-
öèðà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ. Òàêà íàïðèìåð, çà äà ñå íàìåðè ÷àñòíàòà
ïðîèçâîäíà f ′x(x0, y0, z0), ñå ôèêñèðàò îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè y = y0
è z = z0, ñëåä êîåòî ñå äèôåðåíöèðà ôóíêöèÿòà g(x) = f(x, y0, z0) ïî
ïðîìåíëèâàòà x â òî÷êàòà x0. Â ðåçóëòàò íà òîâà ñå ïîëó÷àâà, ÷å

f ′x(x0, y0, z0) = 4e4x0+3y0 + y20z
3
0.

Àíàëîãè÷íî, ïðåñìÿòàíåòî íà îñòàíàëèòå äâå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äàâà

f ′y(x0, y0, z0) = 3e4x0+3y0 + 2x0y0z
3
0, è f ′z(x0, y0, z0) = 3x0y

2
0z

2
0.

á) Íàìèðàíåòî íà ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà f ′x(0, 0) ïî ïðîìåíëèâàòà x ñå
ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöàòà (àêî ñúùåñòâóâà) íà ÷àñòíîòî

g(h)− g(0)

h
=
f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
, êîãàòî h→ 0.
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Îáà÷å lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

|h| − 0

h
= lim

h→0

|h|
h
, êîÿòî, êàêòî

å äîáðå èçâåñòíî, íå ñúùåñòâóâà. Ñëåäîâàòåëíî è ÷àñòíàòà ïðîèçâîä-
íà f ′x(0, 0) ïî ïðîìåíëèâàòà x ñúùî íå ñúùåñòâóâà. Àíàëîãè÷íî ñå
ïîëó÷àâà, ÷å è äðóãàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà f ′y(0, 0) íå ñúùåñòâóâà.

â) Íàìèðàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x(x, y) è f
′
y(x, y) çà òî÷êè (x, y) ̸=

(0, 0) ñå èçâúðøâà ïî ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíî, ñëåä ôèêñè-
ðàíå íà ïðîìåíëèâèòå, ïî êîèòî íå ñå äèôåðåíöèðà. Òàêà ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

f ′x(x, y) =
y(y2 − x2)

(x2 + y2)2
è f ′y(x, y) =

x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
, êîãàòî (x, y) ̸= (0, 0).

Çà íàìèðàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà (0, 0) îòíîâî ñå ïðè-
ëàãà Äåôèíèöèÿ 3.1.1 è Çàáåëåæêà 3.1.1. Òúé êàòî ãðàíèöèòå

lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= lim

h→0
0 = 0,

lim
k→0

f(0, 0 + k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

0− 0

k
= lim

k→0
0 = 0,

ñúùåñòâóâàò è ñà ðàâíè íà íóëà, òî è òúðñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
ñúùåñòâóâàò è îñâåí òîâà

f ′x(0, 0) = 0 è f ′y(0, 0) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî äàäåíàòà ôóíêöèÿ èìà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè âúâ âñè÷êè
òî÷êè íà ðàâíèíàòà R2. �

Çàáåëåæêà 3.1.2 Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å (çà ðàçëèêà îò ñëó÷àÿ íà
ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà) íàëè÷èåòî íà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, äàæå
ïî âñè÷êè ïðîìåíëèâè è âúâ âñÿêà òî÷êà, îùå íå îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿ-
òà å �äîáðà�. Íàïðèìåð ðàçãëåäàíàòà òîêó-ùî ôóíêöèÿ îò Ïðèìåð 3.1.1,
ïîäòî÷êà â), èìà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â öÿëàòà ðàâíèíà R2, íî êàêòî å
èçÿñíåíî â Ïðèìåð 2.3.2, òÿ å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà (0; 0). Íàïðîòèâ,
ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà á) å íåïðåêúñíàòà â R2, íî â òî÷êàòà (0; 0) íÿìà
÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Ñ äðóãè äóìè, âðúçêà ìåæäó íåïðåêúñíàòîñò è ñú-
ùåñòâóâàíå íà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà èçîáùî íå ìîæå äà ñå òúðñè â îáùèÿ
ñëó÷àé.
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3.2 ×àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä

Íåêà x0 ∈ Rm, îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U = Ux0 ⊂ Rm å îêîëíîñò íà
òî÷êàòà x0 è ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â ìîæåñòâîòî U , ò.å. f : U → R.
Íåêà ñúùî òàêà äà ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′xj (êîèòî ñå íàðè-
÷àò ñúùî ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè) çà âñè÷êè x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ U è
j = 1, 2, . . . ,m. Ôóíêöèèòå f ′xj , åñòåñòâåíî, ñúùî ñà ôóíêöèè íà x è òåõ-
íèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè (ñòèãà äà ñúùåñòâóâàò) ñúùî ìîæå äà ñå òúðñÿò.

Òàêà íàïðèìåð ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà
∂

∂xk

(
∂f

∂xj

)
, àêî ñúùåñòâóâà, ñå íàðè-

÷à âòîðà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà íà f è ñå îçíà÷àâà ñ
∂2f

∂xj∂xk
èëè f ′′xjxk . Àêî

j ̸= k, ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè ñå íàðè÷àò ñìåñåíè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòî-
ðè ðåä, à àêî j = k � ÷èñòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä è ñå èçïîëçâàò
îùå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ

∂

∂xk

(
∂f

∂xj

)
=

∂2f

∂xj∂xk
= f ′′xjxk,

∂

∂xj

(
∂f

∂xj

)
=
∂2f

∂x2j
= f ′′xjxj = f ′′x2j ·

Âçåìàéêè ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè (àêî ñúùåñ-
òâóâàò), ñå ïîëó÷àâàò òðåòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè è ò.í. Àíàëîãè÷íî ñå äåôè-
íèðàò ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Äåôèíèöèÿ 3.2.1 ×àñòíàòà ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà îò
n − 1 ðåä, n = 1, 2, . . . (àêî ñúùåñòâóâà), ñå íàðè÷à ÷àñòíà ïðîèçâîäíà
îò n-òè ðåä. Çà óäîáñòâî ñàìàòà ôóíêöèÿ ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷àñòíà
ïðîèçâîäíà îò íóëåâ ðåä. ×àñòíèòå ïðîèçâîäíè, ïîëó÷åíè ïðè äèôåðåí-
öèðàíå ïî ðàçëè÷íè ïðîìåíëèâè ñå íàðè÷àò ñìåñåíè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè,
à ïîëó÷åíèòå ïðè äèôåðåíöèðàíå ñàìî ïî åäíà è ñúùà ïðîìåíëèâà ñå íà-
ðè÷àò ÷èñòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè.

Ïî-íàòàòúê å äàäåí ïðèìåð, ñâúðçàí ñ ïðåñìÿòàíåòî íà ñìåñåíèòå ÷àñ-
òíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä.

Ïðèìåð 3.2.1 Äà ñå ïðåñìåòíàò f ′′xy è f
′′
yx (àêî ñúùåñòâóâàò), íà ñëåä-

íèòå ôóíêöèè:

à) f(x, y) = x3 sin(6y) + x2y3 + 2222, çà ïðîèçâîëíà òî÷êà (x, y) ∈ R2,
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á) f(x, y, z) = e4x+3y + xy2z3 + 1111eπ, çà ïðîèçâîëíà òî÷êà (x, y, z) ∈ R3,

â)f(x, y) =

 x3y

x2 + y2
, |x|+ |y| ̸= 0,

0, x = y = 0,
â òî÷êàòà (0, 0).

à) Òúé êàòî f ′x(x, y) = 3x2 sin(6y) + 2xy3 è f ′′xy(x, y) = (f ′x(x, y))
′
y, òî

çà ñìåñåíàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò âòîðè ðåä f ′′xy(x, y) ñå ïîëó÷àâà

èçðàçúò f ′′xy(x, y) =
(
3x2 sin(6y) + 2xy3

)′
y
= 18x2 cos(6y) + 6xy2.

Àíàëîãè÷íî, f ′y(x, y) = 6x3 cos(6y)+3x2y2, îòêúäåòî ñìåñåíàòà ÷àñòíà

ïðîèçâîäíà f ′′yx(x, y) =
(
6x3 cos(6y) + 3x2y2

)′
x
= 18x2 cos(6y) + 6xy2.

á) Â òîçè ñëó÷àé çà ïúðâàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà ïî ïðîìåíëèâàòà x ñå
ïîëó÷àâà f ′x(x, y, z) = 4e4x+3y + y2z3, îòêúäåòî ñìåñåíàòà ïðîèçâîäíà
f ′′xy(x, y, z) = (f ′x(x, y, z))

′
y =

(
4e4x+3y + y2z3

)′
y
= 12e4x+3y + 2yz3 è

ñúùî f ′′yx(x, y, z) =
(
f ′y(x, y, z)

)′
x
=
(
4e4x+3y + 2xyz3

)′
x
= 12e4x+3y +

2yz3.

â) Çà ïðåñìÿòàíå íà ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà (0, 0) ñå
íóæäàåì îò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íå ñàìî â òî÷êàòà (0, 0), íî è
â öÿëà íåéíà îêîëíîñò, ò.å. è çà òî÷êè (x, y) ̸= (0, 0). Êàòî èçïîëçâàìå
ìåòîäà, îò Ïðèìåð 3.1.1, ïîëó÷àâàìå çà f ′x ñëåäíèÿ èçðàç

f ′x(x, y) =


x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0);

è ñúîòâåòíî çà f ′y � èçðàçà

f ′y(x, y) =


x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Ïðåñìÿòàíåòî íà âòîðèòå ñìåñåíè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè å ñâúðçàíî ñ
íàìèðàíåòî íà ãðàíèöèòå

lim
k→0

f ′x(0, 0 + k)− f ′x(0, 0)

k
= lim

k→0

0− 0

k
= lim

k→0
0 = 0,



54 ÃËÀÂÀ 3. ×ÀÑÒÍÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÈ. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒ

lim
h→0

f ′y(0 + h, 0)− f ′y(0, 0)

h
= lim

h→0

h− 0

h
= lim

h→0
1 = 1.

Â çàêëþ÷åíèå, ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà âîäÿò äî ðåçóëòàòà

f ′′xy(0, 0) = 0 è f ′′yx(0, 0) = 1,

îòêúäåòî íåçàáàâíî ñëåäâà, ÷å f ′′xy(0, 0) ̸= f ′′yx(0, 0).

È òàêà, êàêòî ñå âèæäà îò òîêó-ùî ðàçãëåäàíèÿ ïðèìåð, ñìåñåíèòå ÷àñ-
òíè ïðîèçâîäíè ïîíÿêîãà ñúâïàäàò, à ïîíÿêîãà � íå. Îêàçâà ñå, îáà÷å, ÷å
ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïîëîæåíèÿ òå ñúâïàäàò, ò.å. ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèç-
âîäíè íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå. Ïî-òî÷íî, âàëèäíà å íàïðèìåð
ñëåäíàòà òåîðåìà, ôîðìóëèðàíà çà ïðîñòîòà â ðàâíèíàòà R2.

Òåîðåìà 3.2.1 (çà ðàâåíñòâî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè) Íåêà òî÷êà-
òà (x0, y0) ∈ R2 è íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â îòâîðåíîòî ìíîæåñ-
òâî U = U(x0,y0) ⊂ R2, êîåòî å íåéíà îêîëíîñò, ò.å. f : U −→ R. Íåêà
îñâåí òîâà ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x, f

′
y, f

′′
xy, f

′′
yx çà âñè÷êè

(x, y) ∈ U è f ′′xy, f
′′
yx ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà (x0, y0). Òîãàâà å èçïúë-

íåíî ðàâåíñòâîòî
f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0). (3.2.1)

Äîêàçàòåëñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ñ÷èòà, ÷å îêîë-
íîñòòà U = U(x0,y0) ïðåäñòàâëÿâà δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0), ò.å. U å
îòâîðåí êðúã ñ öåíòúð òî÷êàòà (x0, y0) è ðàäèóñ δ. Íåêà ôóíêöèÿòà f å
äåôèíèðàíà â U , çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ñè ïðîèçâîäíè f ′x, f

′
y, f

′′
xy, f

′′
yx è íåêà ∆x

è ∆y ñà ôèêñèðàíè òàêà, ÷å ∆x2 + ∆y2 < δ2. Ïî-íàòàòúê ñà èçïîëçâàíè
ñèìâîëèòå ∆x è ∆y çà îçíà÷àâàíå íà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f îòíîñ-
íî ïðîìåíëèâàòà x è ñúîòâåòíî îòíîñíî y â òî÷êàòà (x0, y0). Âúâåæäàéêè
îùå îçíà÷åíèÿòà

∆xyf = ∆y(∆xf) è ∆yxf = ∆x(∆yf),

äîêàçàòåëñòâîòî ïðîäúëæàâà â 3 ñòúïêè. Ïúðâî å äîêàçàíî, ÷å

∆xyf = ∆yxf, (3.2.2)

ñëåä êîåòî å ïðèëîæåíà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ
ïîîòäåëíî êúì ∆xyf è ∆yxf , îòêúäåòî ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä å ïîëó÷åíî
ðàâåíñòâîòî (3.2.1).
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1) Çàïî÷âàéêè ñ ïðåñìÿòàíåòî íà ëÿâàòà ñòðàíà íà (3.2.2), íàé-íàïðåä å
âúâåäåíî îçíà÷åíèåòî

φ(y) := f(x0 +∆x, y)− f(x0, y),

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà ïîñëåäîâàòåëíî

∆xyf = ∆y(∆xf(x0, y0)) = ∆y(f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)),

∆xyf = ∆y(φ(y0)) = φ(y0 +∆y)− φ(y0) = (3.2.3)

= f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)−

−[f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)],

ò.å.

∆xyf = f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0, y0+∆y)−f(x0+∆x, y0)+f(x0, y0).
(3.2.4)

Àíàëîãè÷íî, îçíà÷àâàéêè

ψ(x) := f(x, y0 +∆y)− f(x, y0),

çà ∆yxf ñå ïîëó÷àâà ñúîòâåòíî

∆yxf = ∆x(∆yf(x0, y0)) = ∆x(f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)),

∆yxf = ∆x(ψ(x0)) = ψ(x0 +∆x)− ψ(x0) = (3.2.5)

= f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0 +∆x, y0)−

−[f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)],

îòêúäåòî

∆yxf = f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0+∆x, y0)−f(x0, y0+∆y)+f(x0, y0).
(3.2.6)

Ñðàâíÿâàíåòî íà (3.2.4) è (3.2.6) íåäâóñìèñëåíî ïîêàçâà âåðíîñòòà íà
ðàâåíñòâîòî (3.2.2).
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2) Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x è f
′
y ñëåäâà, ÷å ñúùåñ-

òâóâàò è ïðîèçâîäíèòå φ′, ψ′ íà ãîðå âúâåäåíèòå ôóíêöèè è ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà

φ′(y) = f ′y(x0 +∆x, y)− f ′y(x0, y),

ψ′(x) = f ′x(x, y0 +∆y)− f ′x(x, y0).

Çàïî÷âàéêè ñ ïðåîáðàçóâàíåòî íà ∆xy, ïðåäâèä (3.2.3) è òåîðåìàòà
íà Ëàãðàíæ, ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ÷èñëà 0 <
θ1, θ2 < 1, òàêèâà ÷å

∆xyf = ∆y(φ(y0)) = φ(y0 +∆y)− φ(y0) = ∆yφ′(y0 + θ2∆y)

= ∆y[f ′y(x0 +∆x, y0 + θ2∆y)− f ′y(x0, y0 + θ2∆y)]

= ∆y∆xf ′′yx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y), 0 < θ1, θ2 < 1.

Àíàëîãè÷íî, ïðèëàãàíåòî íà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà ∆yx âîäè äî
ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷èñëà 0 < θ3, θ4 < 1, çà êîèòî

∆yxf(x0, y0) = ∆x∆yf ′′xy(x0 + θ3∆x, y0 + θ4∆y), 0 < θ3, θ4 < 1.

Íàé-ñåòíå, îò÷èòàíåòî íà (3.2.2) è ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà äàâà

f ′′yx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y) = f ′′xy(x0 + θ3∆x, y0 + θ4∆y). (3.2.7)

3) Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä, äà ïðèïîìíèì, ÷å f ′′xy è
f ′′yx ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà (x0, y0). Íåêà ñåãà äà îñòàâèì ∆x→ 0
è ∆y → 0, è òúé êàòî òîãàâà àðãóìåíòèòå

(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y) è (x0 + θ3∆x, y0 + θ4∆y)

êëîíÿò êúì òî÷êàòà (x0, y0), ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â (3.2.7) ñå ïî-
ëó÷àâà f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0), êîåòî íå å íèùî äðóãî, à èñêàíîòî
ðàâåíñòâî (3.2.1). �

Çàáåëåæêà 3.2.1 Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å îò äîêàçàíàòà òåî-
ðåìà ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å àêî ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò n-òè
ðåä íà ôóíêöèÿ íà m ïðîìåíëèâè ñà íåïðåêúñíàòè â íÿêîÿ òî÷êà, à ÷àñ-
òíèòå ïðîèçâîäíè îò ïî-íèñúê ðåä ñà íåïðåêúñíàòè â îêîëíîñò íà òàçè
òî÷êà, òî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò n-òè ðåä íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äè-
ôåðåíöèðàíå.
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3.3 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèÿ

Íåêà x0 ∈ Rm è îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U ⊂ Rm å îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0,
êîÿòî áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ñ÷èòà, ÷å ïðåäñòàâëÿâà δ-
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, ò.å. U å îòâîðåíîòî êúëáî B(x0; δ) ñ öåíòúð òî÷êàòà
x0 è ðàäèóñ δ. Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â ìîæåñòâîòî U = B(x0; δ),
ò.å. f : U −→ R.

Äåôèíèöèÿ 3.3.1 Ôóíêöèÿòà f : U −→ R ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà
â òî÷êàòà x0 ∈ U , àêî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà A1, A2, . . . , Am è ôóíêöèÿ
ε(x0, x − x0), äåôèíèðàíà çà âñè÷êè äîïóñòèìè ñòîéíîñòè íà x ∈ U è
x− x0 = (x1 − x01, x2 − x02, . . . , xm − x0m), êàòî ïðè òîâà

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

Ak(xk − x0k) + ε(x0, x− x0)∥x− x0∥ (3.3.1)

è lim
∥x−x0∥→0

ε(x0, x− x0) = 0.

Äåôèíèöèÿ 3.3.2 Ôóíêöèÿòà f : U −→ R ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà
â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U , àêî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà íåãîâà
òî÷êà.

Çàáåëåæêà 3.3.1 ×èñëàòà A1, A2, . . . , Am ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî.

Íàèñòèíà, íåêà íàïðèìåð B1, B2, . . . , Bm äà èìàò ñúùîòî ñâîéñòâî ñ ïîä-
õîäÿùà ôóíêöèÿ δ(x0, x− x0). Òîãàâà

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

Ak(xk − x0k) + ε(x0, x− x0)∥x− x0∥,

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

Bk(xk − x0k) + δ(x0, x− x0)∥x− x0∥,

îòêúäåòî
m∑
k=1

(Ak −Bk)(xk − x0k) = (δ − ε)∥x− x0∥. (3.3.2)

Ñåãà, âçåìàéêè â ÷àñòíîñò x − x0 = (h, 0, 0, . . . , 0) è çàìåñòâàéêè ñ íåãî â
(3.3.2), ïîëó÷àâàìå

(A1 −B1)h =
(
δ(x0, (h, 0, . . . , 0))− ε(x0, (h, 0, . . . , 0))

)
|h|.
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Ñëåäîâàòåëíî |A1 − B1| = |δ(x0, (h, 0, . . . , 0))− ε(x0, (h, 0, . . . , 0))| → 0 ïðè
h→ 0, h ̸= 0, ïîðàäè êîåòî A1 = B1.

Àíàëîãè÷íî, âçåìàéêè íàïðèìåð (x − x0 = (0, . . . , 0, h, 0, . . . , 0)) (ò.å.
xk − x0k = h è xj − x0j = 0 çà j ̸= k), ñëåäâà, ÷å Ak = Bk è çà k = 2 ÷m,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Ak = Bk çà k = 1÷m.

Òåîðåìà 3.3.1 Àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà
x0 ∈ U , òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â íåÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåäâà àâòîìàòè÷íî îò Äåôèíèöèÿ 3.3.1, è â ÷àñòíîñò îò
ðàâåíñòâîòî (3.3.1). �

Ïðèìåð 3.3.1 Ôóíêöèÿòà f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).
íå å äè-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0).

Íàèñòèíà, êàêòî å èçÿñíåíî â Ïðèìåð 2.3.2, ôóíêöèÿòà f(x, y) å ïðåêúñíàòà
â òî÷êàòà (0, 0), è ñëåäîâàòåëíî íå å äèôåðåíöèðóåìà. Äîïóñêàíåòî íà ïðî-
òèâîïîëîâíîòî áè äîâåëî äî ïðîòèâîðå÷èå ñúñ çàêëþ÷åíèåòî íà Òåîðåìà
3.3.1. �

Ïðåäè äà âúâåäåì ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ, äà âçåìåì hk ∈ R çà k =
1÷m è h = (h1, h2, . . . , hm).

Äåôèíèöèÿ 3.3.3 Â ñëó÷àé íà äèôåðåíöèðóåìîñò â òî÷êàòà x0 íà ôóí-
êöèÿòà f : U −→ R, èçðàçúò

df(x0) ◦ (h) = A1h1 + A2h2 + . . .+ Amhm (3.3.3)

(êðàòêî df èëè df(x0)) ñå íàðè÷à ïúëåí (òîòàëåí) äèôåðåíöèàë íà ôóíê-
öèÿòà f(x) â òî÷êàòà x0.

Ïî-íàäîëó å êîìåíòèðàíà ðàçëèêàòà ìåæäó ôîðìóëèòå (3.3.1) è (3.3.3)
è å äàäåíà îùå åäíà òÿõíà ôîðìà íà çàïèñâàíå.

Çàáåëåæêà 3.3.2 Èçðàçúò df å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà h1, h2, . . . , hm è çà
òÿõ íÿìà îãðàíè÷åíèÿ, çà ðàçëèêà îò x− x0 â (3.3.1).

Çàáåëåæêà 3.3.3 Àêî îçíà÷èì, êàêòî îáèêíîâåíî x = (x1, x2, . . . , xm),
è ðàçãëåäàìå ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà xk (çà k = 1, 2, . . . ,m), ñå ïîëó÷àâàò
ïîëåçíè ðåçóëòàòè, êàêòî ñëåäâà.
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1) Àêî ak (k = 1 ÷ m) ñà ðåàëíè êîíñòàíòè è f(x) =
m∑
k=1

akxk, òî â

ñúîòâåòíàòà ôîðìóëà (3.3.1) ñå ïîëó÷àâà Ak = ak çà k = 1 ÷ m è
ε(x0, x− x0) = 0, ïîðàäè êîåòî â òîçè ñëó÷àé (3.3.1) è (3.3.3) èìàò
ñúîòâåòíî âèäà

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

ak(xk − x0k) è df(x0) =
m∑
k=1

akhk.

2) Â ÷àñòíîñò, àêî ak = 1, aj = 0, j ̸= k, òî ôóíêöèÿòà f èìà âèäà
f(x) = xk. Òîãàâà êîåôèöèåíòèòå îò (3.3.1) ñà Ak = 1, Aj = 0, j ̸= k,
è ñëåäîâàòåëíî (3.3.1) è (3.3.3) ñå çàïèñâàò êàêòî ñëåäâà

f(x)− f(x0) = (xk − x0k) è df(x0) = dxk = hk.

Çàòîâà íàé-÷åñòî hk ñå îçíà÷àâà ñ dxk è ôîðìóëàòà (3.3.3) ïðèäî-
áèâà âèäà

df(x0) = A1(x
0)dx1 + A2(x

0)dx2 + . . .+ Am(x
0)dxm. (3.3.4)

Çàáåëåæêà 3.3.4 Èçÿñíÿâàíåòî íà âúïðîñà, êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò âåëè-
÷èíèòå Ak(x

0) âúâ ôîðìóëèòå (3.3.1) è (3.3.4), êàêòî è íîâî äîêàçàòåë-
ñòâî çà òÿõíàòà åäèíñòâåíîñò, äàâà ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.2 Àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà

x0 ∈ U , òî ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂f(x0)

∂xk
â òî÷êàòà x0 è

îñâåí òîâà Ak(x
0) =

∂f(x0)

∂xk
çà k = 1÷m.

Äîêàçàòåëñòâî. Âåðíîñòòà íà òåîðåìàòà ñëåäâà äèðåêòíî îò ôîðìóëà

(3.3.1) è äåôèíèöèÿòà çà ïúðâà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà
∂f(x0)

∂xk
íà ôóíêöèÿòà f

â òî÷êàòà x0. �

Çàáåëåæêà 3.3.5 Âñëåäñòâèå íà òîêó-ùî èçêàçàíàòà òåîðåìà, àêî ôóí-
êöèÿòà f : U −→ R å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 ∈ U , òî ôîðìóëèòå
(3.3.1) è (3.3.4) ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà:

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

∂f(x0)

∂xk
(xk − x0k) + ε(x0, x− x0)∥x− x0∥, (3.3.1′)
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îòíîâî ïðè óñëîâèåòî lim
∥x−x0∥→0

ε(x0, x− x0) = 0, è ñúîòâåòíî

df(x0) =
∂f(x0)

∂x1
dx1 +

∂f(x0)

∂x2
dx2 + . . .+

∂f(x0)

∂xm
dxm. (3.3.4′)

Ïðèìåð 3.3.2 Çà èëþñòðàöèÿ íà èçëîæåíèÿ ïî-ãîðå ìàòåðèàë ñà ðàçã-
ëåäàíè äâå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòè â öÿëàòà ðàâíèíà R2,
êîèòî íå ñà äèôåðåíöèðóåìè â òî÷êàòà (0, 0):
à) f(x, y) = |x|(y + 1), á) f(x, y) =

√
|x||y|.

à) Íàèñòèíà, ôóíêöèÿòà f íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0), çàùîòî
f ′x(0, 0) íå ñúùåñòâóâà. Äîïóñêàíåòî íà ïðîòèâîïîëîâíîòî áè äîâåëî
äî ïðîòèâîðå÷èå ñ Òåîðåìà 3.3.2.

á) Òúé êàòî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x è f
′
y â òî÷êàòà (0, 0) ñúùåñòâóâàò

è f ′x(0, 0) = 0, f ′y(0, 0) = 0, òî ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.3.2 ñëåäâà, ÷å A1 =
A2 = 0. Ñëåäîâàòåëíî, êàòî ñå îò÷åòå, ÷å x − x0 = x − 0 = x è
y − y0 = y − 0 = y, (3.3.1) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

f(x, y)− f(0, 0) = 0 + 0 + ε(x, y)
√
x2 + y2,

ò.å. √
|x||y| − 0 = ε(x, y)

√
x2 + y2 ⇒ ε(x, y) =

√
|x||y|√
x2 + y2

.

Äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f çàâèñè îò òîâà, äàëè ε(x, y) êëîíè êúì íóëà
åäíîâðåìåííî ñ x è y, èëè íå. Çà äà ïðåñìåòíåì èñêàíàòà ãðàíèöà,

ðàçãëåæäàìå ðåäèöèòå ñ îáù ÷ëåí xn = yn =
1

n
çà n ∈ N, êîèòî

êëîíÿò êúì íóëà (ò. å. xn → 0 è yn → 0), êîãàòî n→ ∞. Çàìåñòâàéêè

xn è yn â ε(x, y), ïîëó÷àâàìå ε(xn, yn) =

√
n2√
2n2

=
1√
2
9 0 ïðè n→ ∞.

Ïîñëåäíîòî ïîêàçâà, ÷å f íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0). �

Äåôèíèöèÿ 3.3.4 Àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êàòà x0 ∈ U , òî ñúñ ñëåäíàòà ôîðìóëà ñå èçðàçÿâà íåéíàòà ïðîèçâîäíà
â òî÷êàòà x0

f ′(x0) =
(
f ′x1(x

0), f ′x2(x
0), . . . , f ′xm(x

0)
)
. (3.3.5)
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Çàáåëåæêà 3.3.6 Àêî ñå îò÷åòå îùå, ÷å äèôåðåíöèàëúò íà x ∈ U ⊂
Rm ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî dx = (dx1, dx2, . . . , dxm), òî äèôåðåíöèàëúò
(3.3.4′) â òî÷êàòà x0 ïðèåìà âúçìîæíî íàé-åñòåñòâåíèÿ âèä, àíàëîãè÷åí
íà òîçè â R, à èìåííî

df(x0) = f ′(x0)dx. (3.3.6)

Äîòóê ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè ñàìî íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà äèôå-
ðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèÿ. Ñåãà ïðåäñòîè äà áúäå äàäåíî åäíî äîñòàòú÷íî
óñëîâèå.

Òåîðåìà 3.3.3 Àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R (äà íàïîìíèì, ÷å U e δ-

îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0) ïðèòåæàâà âñè÷êèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂f(x)

∂xk
çà k = 1÷m â îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U è îñâåí òîâà òå ñà íåïðåêúñíàòè
â òî÷êàòà x0 ∈ U , òî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà óäîáñòâî äîêàçàòåëñòâîòî å èçâúðøåíî çàm = 2, ò.å. â
ðàâíèíàòà R2. È òàêà íåêà îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U å δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà
(x0, y0), â êîÿòî å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà f , çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
f ′x è f

′
y. Èçáèðàìå ∆x è ∆y òàêà, ÷å (x0 +∆x, y0 +∆y) ∈ U . Äà îòáåëåæèì

ïî-íàòàòúê, ÷å

∆f(x0, y0) = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) (3.3.7)

= [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)] + [f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)],

è ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà äâàòà
èçðàçà â êâàäðàòíèòå ñêîáè, (3.3.7) ñå ñâåæäà äî

∆f(x0, y0) = f ′x(x0 + ϑ1∆x, y0 +∆y)∆x− f ′y(x0, y0 + ϑ2∆y)∆y (3.3.8)

0 < ϑ1, ϑ2 < 1,

ïðè êîåòî ϑ1 è ϑ2 çàâèñÿò, ðàçáèðà ñå, îò èçáîðà íà òî÷êàòà (x0 +∆x, y0 +
∆y), ò. å. îò ∆x è ∆y.

Ñåãà, àêî îçíà÷èì

ε1 = f ′x(x0 + ϑ1∆x, y0 +∆y)− f ′x(x0, y0), ε2 = f ′y(x0, y0 + ϑ2∆y)− f ′y(x0, y0),
(3.3.9)
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ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè f ′x è f
′
y â òî÷êàòà (x0, y0)

èìàìå

lim
ρ→0

ε1 = lim
ρ→0

ε2 = 0 (ρ =
√

∆x2 +∆y2). (3.3.10)

Çàìåñòâàéêè (3.3.9) â (3.3.8) è îçíà÷àâàéêè ñëåä òîâà ε =
ε1∆x

ρ
+
ε2∆y

ρ
,

ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∆f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y,

∆f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y + ερ. (3.3.11)

Òúé êàòî ïîðàäè (3.3.10) ãðàíèöàòà lim
ρ→0

ε = 0, òî äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà

ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà (x0, y0) ñëåäâà îò (3.3.11) (ñðàâíè ñ ïðåäñòàâÿíåòî
(3.3.1′) è Äåôèíèöèÿ 3.3.1). Â îáùèÿ ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå
èçâúðøè àíàëîãè÷íî. �

Çàáåëåæêà 3.3.7 Óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîä-
íè íå å íåîáõîäèìî, ò.å. àêî äàäåíà ôóíêöèÿ f : U −→ R å äèôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êàòà x0 ∈ U , òî ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà
ôóíêöèÿòà f â òàçè òî÷êà, íî íå å çàäúëæèòåëíî äà ñà íåïðåêúñíàòè
òàì.

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð å èëþñòðàöèÿ êúì òàçè çàáåëåæêà.

Ïðèìåð 3.3.3 Ôóíêöèÿòà f , äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

f(x, y) =

 (x2 + y2) sin
1

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:
1) Ñúùåñòâóâàò f ′x, f

′
y çà âñè÷êè (x, y) ∈ R2,

2) f ′x, f
′
y ñà ïðåêúñíàòè â òî÷êàòà (0, 0),

3) f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0).

Ðåøåíèåòî íà òðèòå ïîäòî÷êè â ïðèìåðà å èçâúðøåíî ïî ðåäà èì íà çà-
äàâàíå. Ïúðâî å óñòàíîâåíî ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè, ñëåä
òîâà òÿõíàòà ïðåêúñíàòîñò â íóëàòà è íàé-íàêðàÿ å äîêàçàíî, ÷å âúïðåêè
òàçè ïðåêúñíàòîñò f å äèôåðåíöèðóåìà â íóëàòà.
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1) ×àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà (0, 0) ñà íàìåðåíè ñ èçïîëçâàíå íà
äåôèíèöèÿòà. Çà ïúðâàòà îò òÿõ ïîëó÷àâàìå

f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

x2 sin
1

x2

x
= lim

x→0
x sin

1

x2
= 0,

Àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà è çà äðóãàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà â
òî÷êàòà (0, 0), ò. å.

f ′x(0, 0) = 0, f ′y(0, 0) = 0. (3.3.12)

Çà (x, y) ̸= (0, 0) ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè ñå íàìèðàò ïî ïðàâèëîòî çà
äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå è ðåçóëòàòúò å çàïèñàí ïî-äîëó, à
èìåííî

f ′x(x, y) = 2x sin
1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos

1

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0), (3.3.13)

àíàëîãè÷íî

f ′y(x, y) = 2y sin
1

x2 + y2
− 2y

x2 + y2
cos

1

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0). (3.3.14)

2) Ïðåêúñíàòîñò íà f ′x è f
′
y.

Çà ïîêàçâàíå íà ïðåêúñíàòîñòòà íà f ′x â òî÷êàòà (0, 0) ñå íóæäàåì îò
ãðàíèöàòà íà èçðàçà (3.3.13), êîãàòî x→ 0 è y → 0. Òúé êàòî ãðàíè-
öàòà íà ïúðâîòî ñúáèðàåìî å ðàâíà íà 0, ïðåñìÿòàíåòî íà ãðàíèöàòà
íà (3.3.13) ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà

lim
x→0,y→0

f1(x, y) := lim
x→0,y→0

2x

x2 + y2
cos

1

x2 + y2
.

Çà öåëòà âçåìàìå ðåäèöàòà {(xn, yn)}∞n=1 ñ xn = yn =
1

2
√
nπ

è òúé

êàòî x2n + y2n =
2

4nπ
=

1

2nπ
, ïðåñìÿòàìå f1(xn, yn) = 2

√
nπ cos 2nπ.

Òîãàâà, ïðè n→ ∞ èìàìå

(xn, yn) → (0, 0), íî f1(xn, yn) = 2
√
nπ cos 2nπ → ∞,

è ñëåäîâàòåëíî

(xn, yn) → (0, 0), íî lim
n→∞

f ′x(xn, yn) = 0−∞ ̸= f ′x(0, 0) = 0.
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Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å f ′x å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà (0, 0). Àíàëîãè÷íî
ñå ïîêàçâà è ïðåêúñíàòîñòòà íà f ′y â òî÷êàòà (0, 0).

3) Äèôåðåíöèðóåìîñò íà f â òî÷êàòà (0, 0).
Çà äîêàçâàíå íà äèôåðåíöèðóåìîñòòà, ïðåäñòàâÿìå f âúâ âèäà (3.3.1′),
ò. å. f(x, y)− f(0, 0) = 0.(x− 0) + 0.(y − 0) + ε∥(x, y)− (0, 0)∥ . Ñëå-
äîâàòåëíî

(x2 + y2) sin
1

x2 + y2
= ε
√
x2 + y2,

îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å

ε(x, y) =
√
x2 + y2 sin

1

x2 + y2
→ 0 ïðè x→ 0, y → 0.

Òîâà äîêàçâà, ÷å ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (0, 0). �

Â êðàÿ íà òîçè ïàðàãðàô å äàäåíà îùå åäíà äåôèíèöèÿ, âúâåæäàùà
ïîíÿòèåòî íåïðåêúñíàòà äèôåðåíöèðóåìîñò.

Äåôèíèöèÿ 3.3.5 Àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R èìà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
â U (îòâîðåíî ìíîæåñòâî, èëè ïðîñòî îêîëíîñò íà x0) è òåçè ÷àñò-
íè ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà x0 ∈ U , òî ôóíêöèÿòà f ñå
íàðè÷à íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0. Àêî òåçè ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè â ìíîæåñòâîòî U , òî ôóíêöèÿòà ñå íàðè-
÷à íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â òîâà ìíîæåñòâî

Òîêó-ùî èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ å ïðèìåð çà ôóíêöèÿ, êîÿòî e äèôåðåí-
öèðóåìà â (0, 0), íî íå å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà.

Çàáåëåæêà 3.3.8 Ñúïîñòàâÿéêè äåôèíèöèèòå çà äèôåðåíöèðóåìîñò íà
ôóíêöèÿ (Äåô. 3.3.1) è íåïðåêúñíàòà äèôåðåíöèðóåìîñò (Äåô. 3.3.5), è
îò÷èòàéêè Òåîðåìà 3.3.2 è Çàáåëåæêà 3.3.5, ìîæåì äà îòáåëåæèì, ÷å
ïîíÿòèåòî äèôåðåíöèðóåìîñò â òî÷êà å ñâúðçàíî ñúñ ñúùåñòâóâàíå íà
äèôåðåíöèàëà â òàçè òî÷êà (ôîðìóëà (3.3.4′)), äîêàòî íåïðåêúñíàòàòà
äèôåðåíöèðóåìîñò å ñâúðçàíà ñúñ ñúùåñòâóâàíå íà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà. Ïî òàêúâ íà÷èí äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà ôóíê-
öèÿ å ñâúðçàíà ñ ïîíÿòèåòî äèôåðåíöèàë, à íåïðåêúñíàòàòà äèôåðåíöè-
ðóåìîñò � ñ ïîíÿòèåòî ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Íàðåä ñ òîâà, îò íåïðåêúñ-
íàòàòà äèôåðåíöèðóåìîñò â òî÷êà (èëè â îòâîðåíî ìíîæåñòâî) ñëåäâà
íåéíàòà äèôåðåíöèðóåìîñò â òî÷êàòà (èëè ìíîæåñòâîòî), êîåòî å è
ñúäúðæàíèåòî íà Òåîðåìà 3.3.3.
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Ïî-íàòàòúê äà îòáåëåæèì, ÷å ïîíÿêîãà ñå îêàçâà âúçìîæíî äà áúäå íà-
ìåðåí äèôåðåíöèàëúò íà äèôåðåíöèàëà íà äàäåíà ôóíêöèÿ, à ñëåä òîâà è
äèôåðåíöèàëúò íà íàìåðåíèÿ ðåçóëòàò. Òàêà ñå ñòèãà äî ïîíÿòèåòî äèôå-
ðåíöèàë îò ïî-âèñîê ðåä (çà ïúëíîòà ñàìèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà
ñå íàðè÷à îùå äèôåðåíöèàë îò ïúðâè ðåä èëè ïðîñòî ïúðâè äèôåðåíöèàë
íà ôóíêöèÿòà).

Äåôèíèöèÿ 3.3.6 Äèôåðåíöèàëúò íà äèôåðåíöèàëà îò n − 1 ðåä (n =
2, 3, . . .) îò ôóíêöèÿòà f (àêî ñúùåñòâóâà), ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàë îò
n-òè ðåä èëè n-òè äèôåðåíöèàë íà òàçè ôóíêöèÿ è ñå îçíà÷àâà ñ dnf .

Âå÷å óñòàíîâèõìå, ÷å àêî ôóíêöèÿòà f : U −→ R å äâà ïúòè íåïðåêúñ-
íàòî äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 ∈ U , òî ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
â òàçè òî÷êà ñúâïàäàò. Çàòîâà â òîçè ñëó÷àé çà âòîðèÿ äèôåðåíöèàë ñå
ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò

d 2 f(x0) =
m∑
i=1

m∑
j=1

f ′′xixj(x
0) d xi d xj =

(
∂

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂

∂xm
dxm

)2

f(x0),

(3.3.15)
êîåòî, êàêòî ñå âèæäà, å ñèìåòðè÷íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà d xi (i = 1÷
m).

Àíàëîãè÷íî, àêî f å n ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà
x0 ∈ U , òî dn f(x0) ñúùåñòâóâà è ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

dn f(x0) =

(
∂

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂

∂xm
dxm

)n
f(x0). (3.3.16)

3.4 Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô x0 ∈ Rm è îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U ⊂ Rm å îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0 (áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ñ÷èòà, ÷å òÿ å
íåéíà δ-îêîëíîñò, ò.å. U å îòâîðåíîòî êúëáî B(x0; δ) ñ öåíòúð òî÷êàòà x0

è ðàäèóñ δ). Îñâåí òîâà å âçåòà òî÷êà t0, ïðèíàäëåæàùà íà äàäåí îòâîðåí
èíòåðâàë â R, ò. å. t0 ∈ (α, β) ⊂ R.

Òåîðåìà 3.4.1 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â ìîæåñòâîòî U , à φk
� â èíòåðâàëà (α, β), ò.å.

f : U −→ R, è φk : (α, β) −→ R (k = 1÷m),
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êàòî ïðè òîâà xk = φk(t) çà k = 1 ÷ m, (φ1(t), φ2(t), . . . , φm(t)) ∈ U çà
âñè÷êè ñòîéíîñòè íà t ∈ (α, β), à òî÷êàòà (φ1(t0), φ2(t0), . . . , φm(t0)) =
x0. Íåêà f å äèôåðåíöèðóåìà â U , f ′xk ñà íåïðåêúñíàòè â ò. x

0 çà k = 1÷m,
φk ñà äèôåðåíöèðóåìè â t0 è F : (α, β) −→ R å äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

F (t) = f (φ1(t), φ2(t), . . . , φm(t)) , t ∈ (α, β).

Òîãàâà ôóíêöèÿòà F å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà t0 è ïðè òîâà å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

F ′(t0) =
m∑
k=1

f ′xk(x
0)φ′

k(t0). (3.4.1)

Äîêàçàòåëñòâî. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà è äîñòúïíîñò íà èçëîæåíèåòî å ïðè-
âåäåíî äîêàçàòåëñòâîòî â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé, êàòî ñà èçïîëçâàíè ñòàíäàðò-
íèòå çà ñëó÷àÿ îçíà÷åíèÿ x è y íà ïðîìåíëèâèòå è φ, ψ, ñúîòâåòíî âìåñòî
φ1, φ2. Íåêà îñâåí òîâà ñà âúâåäåíè îçíà÷åíèÿòà

k = φ(t0 + h)− x0 = φ(t0 + h)− φ(t0) (⇔ x0 + k = φ(t0 + h)),

l = ψ(t0 + h)− y0 = ψ(t0 + h)− ψ(t0) (⇔ y0 + l = ψ(t0 + h)),

è å ðàçãëåäàí èçðàçúò

F (t0 + h)− F (t0)

h
=
f(φ(t0 + h), ψ(t0 + h))− f(φ(t0), ψ(t0))

h
, (3.4.2)

êîéòî ñå ïðåäñòàâÿ ïîñëåäîâàòåëíî, êàêòî ñëåäâà

F (t0 + h)− F (t0)

h
=
f(x0 + k, y0 + l)− f(x0, y0)

h
=

=
1

h
[f(x0 + k, y0 + l)− f(x0, y0 + l) + f(x0, y0 + l)− f(x0, y0)] =

=
f(x0 + k, y0 + l)− f(x0, y0 + l)

h
+
f(x0, y0 + l)− f(x0, y0)

h
·

Ñåãà ïî òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ ñå ïîëó÷àâà ñúîò-
âåòíî

f(x0 + k, y0 + l)− f(x0, y0 + l) = kf ′x (x0 + θ1k, y0 + l) ,

f(x0, y0 + l)− f(x0, y0) = lf ′y(x0, y0 + θ2l),



3.4. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀÍÅ ÍÀ ÑÚÑÒÀÂÍÀ ÔÓÍÊÖÈß 67

ïîðàäè êîåòî (3.4.2) ñå ïðåîáðàçóâà â ñëåäíàòà ôîðìà

F (t0 + h)− F (t0)

h
=
φ(t0 + h)− φ(t0)

h
f ′x(x0 + θ1k, y0 + l)

+
ψ(t0 + h)− ψ(t0)

h
f ′y(x0, y0 + θ2l)·

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà φ è ψ, êîÿòî ñëåäâà îò òÿõíàòà äèôåðåíöèðóåìîñò,
âåäíàãà ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å lim

h→0
k = 0 è lim

h→0
l = 0, ïîðàäè êîåòî ãðàíè÷åí

ïðåõîä â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïðè h→ 0 âîäè äî ðàâåíñòâîòî

F ′(t0) = f ′x(x0, y0)φ
′(t0) + f ′y(x0, y0)ψ

′(t0), (3.4.3)

êîåòî äîêàçâà âåðíîñòòà íà (3.4.1) çà m = 2. Â ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíî m
äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 3.4.1 Ðàçãëåäàíà å ôóíêöèÿòà f(x, y) � äåôèíèðàíà è äèôåðåí-
öèðóåìà â U(1,2) ⊂ R2, êîÿòî èìà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′x, f

′
y

â òî÷êàòà (1, 2). Íàìåðåíà å ïðîèçâîäíàòà F ′(0) íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ
F , çàäàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî F (t) = f(1 + 3t, 2 + 4t).

Íàèñòèíà, îçíà÷àâàéêè x = φ(t) = 1 + 3t, y = ψ(t) = 2 + 4t è ïðåäâèä
ôàêòà, ÷å x0 = φ(0) = 1, y0 = ψ(0) = 2, φ′(t) = 3 è ψ′(t) = 4, ïðèëàãàíåòî
íà (3.4.3) äàâà íåïîñðåäñòâåíî ðåçóëòàòà φ′(0) = 3f ′x(1, 2) + 4f ′y(1, 2). �

Çàáåëåæêà 3.4.1 Òåîðåìà 3.4.1 ìîæå äà ñå ïðèëîæè êúì çíà÷èòåëíî
ïî-îáù ñëó÷àé, à èìåííî, àêî φk ñà ôóíêöèè íà ïîâå÷å îò åäíà ïðîìåí-
ëèâà, ò.å. t = (t1, t2, . . . , ts) ∈ Ut0 ⊂ Rs. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå, àêî f å
äèôåðåíöèðóåìà â Ux0 ñ íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà x0 ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
f ′xk, à φk ñà äèôåðåíöèðóåìè â t0, òî ôóíêöèÿòà F å äèôåðåíöèðóåìà â
òî÷êàòà t0 è ïðè òîâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∂F (t0)

∂tn
=

m∑
k=1

∂f(x0)

∂xk

∂φk(t
0)

∂tn
, n = 1÷ s. (3.4.4)
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3.5 Ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà. Ãðàäèåíò

Äà ïðèïîìíèì, ÷å çà ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà ïúðâàòà ïðîèçâîä-
íà â äàäåíà òî÷êà èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë � òÿ å ðàâíà íà úãëîâèÿ
êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà.
Ñ äðóãè äóìè, òÿ èçðàçÿâà �ñòðúìíîñòòà� íà ãðàôèêàòà â òàçè òî÷êà (àêî
ôóíêöèÿòà ðàñòe, ïðîèçâîäíàòà å ïîëîæèòåëíà, è ò.í.). Çà ôóíêöèè íà m
ïðîìåíëèâè ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ñà ñúùî m íà áðîé, è èíòåðïðåòà-
öèÿòà èì íå å òîëêîâà î÷åâèäíà. Çà äà ñè èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà
ïúðâèòå ïðîèçâîäíè, ùå ñè ïîñëóæèì ñúñ ñëåäíàòà àíàëîãèÿ: ùå ðàçãëåäà-
ìå ãðàôèêàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè êàòî ðåëåô íà ÷àñò
îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Òàêà, äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å ñå íàìèðàìå íà ñêëî-
íà íà íÿêàêúâ õúëì. Òîãàâà ñòðúìíîñòòà íà ïúòåêàòà, ïî êîÿòî âúðâèì,
çàâèñè îò íåéíàòà ïîñîêà: íèå ìîæå äà òðúãíåì ïðàâî íàãîðå (ãîëÿì ïî-
ëîæèòåëåí íàêëîí), ïðàâî íàäîëó (ãîëÿì îòðèöàòåëåí), èëè äà ïîåìåì ïî
õîðèçîíòàëàòà � òîãàâà ïúòåêàòà å õîðèçîíòàëíà è íàêëîíúò å íóëåâ. Òåçè
ñúîáðàæåíèÿ âîäÿò äî ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà, êîåòî å èçëîæåíî
ïî-äîëó.

Íåêà x0 ∈ Rm, ν ∈ Rm è ëú÷úò l å äåôèíèðàí, êàêòî ñëåäâà

l : x = x0 + tν, t > 0,

ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà âúðõó òîçè ëú÷, à

φ(t) := f(x(t)) = f(x0 + tν), t > 0.

Äåôèíèöèÿ 3.5.1 Ãðàíèöàòà (àêî ñúùåñòâóâà)

lim
t→0,t>0

φ(t)− φ(0)

t
= lim

t→0,t>0

f(x0 + tν)− f(x0)

t
,

ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà íà f â òî÷êàòà x0 ïî ïîñîêà íà âåêòîðà ν è ñå

îçíà÷àâà ñ
∂f(x0)

∂ν
, ò.å.

∂f(x0)

∂ν
= lim

t→0,t>0

φ(t)− φ(0)

t
= lim

t→0,t>0

f(x0 + tν)− f(x0)

t
(àêî ∃). (3.5.1)

Òóê å ìÿñòîòî äà ñå îòáåëåæè, ÷å ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà äàäåíà ôóíêöèÿ
(àêî ñúùåñòâóâàò) ñà âñúùíîñò ïðîèçâîäíè �ïî ïîñîêà íà êîîðäèíàòíèòå
îñè�.
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Âåäíàãà ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà àíàëîãèÿ, ñâúðçàíà ñ ïîíÿòèåòî
äèôåðåíöèðóåìîñò çà ñúñòàâíèòå ôóíêöèè.

Çàáåëåæêà 3.5.1 Îò Äåôèíèöèÿ 3.5.1 è òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå
íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å àêî f å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â
îêîëíîñòòà Ux0 íà òî÷êàòà x

0 è f ′xk ñà íåïðåêúñíàòè â x0, òî ñúùåñòâóâà
ïðîèçâîäíàòà �è ïî ïîñîêà íà âåêòîðà ν = (ν1, ν2, . . . , νm) è

∂f(x0)

∂ν
=

m∑
k=1

νk
∂f(x0)

∂xk
· (3.5.2)

Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, äîñòàòú÷íî å äà ñúîáðàçèì, ÷å
∂f(x0)

∂ν
å äÿñíàòà

ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà φ(t) = f(x0 + tν) çà t = 0.

Äåôèíèöèÿ 3.5.2 Âåêòîðúò ñ êîîðäèíàòè f ′x1(x
0), f ′x2(x

0), . . . , f ′xm(x
0) ñå

íàðè÷à ãðàäèåíò íà f â òî÷êàòà x0 è ñå îçíà÷àâà

grad f(x0) =
(
f ′x1(x

0), f ′x2(x
0), . . . , f ′xm(x

0)
)
. (3.5.3)

Ïðåäâèä òàçè äåôèíèöèÿ è ïî-êîíêðåòíî (3.5.3), ôîðìóëàòà (3.5.2) ñå çà-
ïèñâà ïî-êðàòêî âúâ âèäà

∂f(x0)

∂ν
=
(
grad f(x0), ν

)
. (3.5.4)

Êàçàíîòî äîòóê â òîçè ïàðàãðàô ìîæå äà ñå ïåðåôðàçèðà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí.

Òåîðåìà 3.5.1 Àêî ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â îêîë-
íîñò Ux0 íà òî÷êàòà x

0 è f ′xk ñà íåïðåêúñíàòè â x0, òî ñúùåñòâóâà ïðî-
èçâîäíàòà íà f ïî ïîñîêà íà ïðîèçâîëåí âåêòîð ν = (ν1, ν2, . . . , νm) è òÿ
ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà (3.5.4).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà ñëó÷àÿò, êîãàòî âåêòîðúò ν å åäèíè÷åí, ò.å. ∥ν∥ =

1. Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∂f(x0)∂ν

∣∣∣∣ 5 ∥grad f(x0)∥, êîåòî ñëåäâà

íåïîñðåäñòâåíî îò (3.5.4) è îò íåðàâåíñòâîòî (1.1.3) íà Êîøè�Øâàðö∣∣∣∣∂f(x0)∂ν

∣∣∣∣ = ∣∣(grad f(x0)), ν∣∣ 5 ∥grad f(x0)∥∥ν∥ = ∥grad f(x0)∥.
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Ïðè òîâà å äîáðå èçâåñòíî, ÷å ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî ν è gradf(x0)
ñà êîëèíåàðíè, ò.å. òîãàâà∣∣∣∣∂f(x0)∂ν

∣∣∣∣ = ∥grad f(x0)∥.

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî åäèíè÷íèÿò âåêòîð ν å êîëèíåàðåí ñ ãðàäèåíòà, òî

âåêòîðúò ν =
grad f(x0)

||grad f(x0)||
, è òîãàâà

∂f(x0)

∂ν
=

(
grad f(x0),

grad f(x0)
||grad f(x0)||

)
= ||grad f(x0)||.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî grad f(x0) ̸= 0, òî ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà äîñòè-
ãà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò åäèíñòâåíî, àêî äèôåðåíöèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî
ïîñîêà íà ãðàäèåíòà. Ñ äðóãè äóìè, ïîñîêàòà íà ãðàäèåíòà å ïîñîêàòà íà
íàé-áúðçîòî íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿòà, à ãîëåìèíàòà ìó å ðàâíà íà ïðîèç-
âîäíàòà ïî òàçè ïîñîêà.

Ïî-íàòàòúê, àêî ν = (cosα1, cosα2, . . . , cosαm), òî ïðîèçâîäíàòà (3.5.2)
ïî ïîñîêà ν ñòàâà

∂f(x0)

∂ν
= f ′x1(x

0) cosα1 + f ′x2(x
0) cosα2 + . . .+ f ′xm(x

0) cosαm.

3.6 Äîïèðàòåëíà ðàâíèíà. Íîðìàëíà ïðàâà

Íåêà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ R2,M0(x0, y0, z0) ∈ R3 è U = U(x0,y0) ⊂ R2 å îêîë-
íîñò íà (x0, y0). Íåêà îñâåí òîâà å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿ f : U −→ R, êàòî
ïðè òîâà z0 = f(x0, y0). Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å ãðàôèêàòà íà òàêà âúâåäåíà-
òà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿâà ïîâúðõíèíà â ïðîñòðàíñòâîòî R3, à óðàâíåíèåòî
z = f(x, y) å óðàâíåíèå íà òàçè ïîâúðõíèíà.

È òàêà, íåêà ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî, çàïèñàíî ïî-
äîëó

S : z = f(x, y) (⇔ S : f(x, y)− z = 0), (3.6.1)

íåêà ñúùåñòâóâàò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′x, f
′
y çà âñè÷êè (x, y) ∈ U

è f ′x, f
′
y ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà (x0, y0). Ïî-íàòàòúê ñà äàäåíè íÿêîëêî

äåôåíèöèè, ñâúðçàíè ñ ïîâúðõíèíàòà S.

Äåôèíèöèÿ 3.6.1 Ðàâíèíàòà τ (τ ∦ Oz), çàäàäåíà ñ óðàâíåíèå

τ : z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0), (3.6.2)
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ñå íàðè÷à äîïèðàòåëíà (òàíãåíöèàëíà) ðàâíèíà â òî÷êàòà M0 êúì ïî-
âúðõíèíàòà S, äàäåíà â (3.6.1) è ïðåäñòàâëÿâàùà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà
f(x, y).

Äåôèíèöèÿ 3.6.2 Âåêòîðèòå n1 è n2

n1

(
−f ′x(x0, y0),−f ′y(x0, y0), 1

)
, n2

(
f ′x(x0, y0), f

′
y(x0, y0),−1

)
, (3.6.3)

êîèòî î÷åâèäíî ñà íîðìàëíè âåêòîðè íà òàíãåíöèàëíàòà ðàâíèíà (3.6.2),
ñå íàðè÷àò íîðìàëíè âåêòîðè è çà ïîâúðõíèíàòà S.

Êàêòî ñå âèæäà, n1 è n2 ñà ïðîòèâîïîëîæíè âåêòîðè, ò. å. n1 = −n2. Òîâà
ïîçâîëÿâà òå äà ñå èçïîëçâàò çà îïðåäåëÿíå îðèåíòàöèÿòà íà ïîâúðõíèíàòà
S. Òàêà íàïðèìåð, ãîðíàòà ñòðàíà íà ïîâúðõíèíàòà ñå äåôèíèðà ñ âåêòîðà
n1, çà êîéòî úãúëúò ](n1, k) å îñòúð.

Äåôèíèöèÿ 3.6.3 Ïðàâàòà n, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèå

n :
x− x0

−f ′x(x0, y0)
=

y − y0
−f ′y(x0, y0)

=
z − z0

1
, (3.6.4)

ñå íàðè÷à íîðìàëà êúì ïîâúðõíèíàòà S â òî÷êàòà M0.

Çà äà ñè èçÿñíèì ïî-äîáðå âúïðîñà, êàê ñà ïîëó÷åíè êîîðäèíàòèòå íà
íîðìàëíèòå âåêòîðè n1,2 â (3.6.3), à îòòàì è óðàâíåíèÿòà (3.6.2) è (3.6.4),
ðàçãëåæäàìå ïî-ïîäðîáíî ïîâúðõíèíàòà (3.6.1). ßñíî å, ÷å àêî ïðåêàðàìå
ïðåç òî÷êàòàM0 äâå ðàâíèíè, ñúîòâåòíî ðàâíèíàòà α : x = x0 è β : y = y0,
âñÿêà îò òÿõ ïðåñè÷à ïîâúðõíèíàòà S â ðàâíèííà êðèâà ëèíèÿ, îçíà÷åíà
ñúîòâåòíî ñ C1 è C2, ò. å. êðèâà ëèíèÿ ñ óðàâíåíèå

C1 : x = x0, y = y, z = f(x0, y), C2 : x = x, y = y0, z = f(x, y0).

Àêî ñ t1 å îçíà÷åí íàïðàâëÿâàùèÿò âåêòîð íà äîïèðàòåëíàòà ïðàâà íà
êðèâàòà C1 â òî÷êàòàM0, à ñ t2 � íàïðàâëÿâàùèÿò âåêòîð íà äîïèðàòåëíàòà
ïðàâà íà êðèâàòà C2 â ñúùàòà òî÷êà, òî

t1
(
0, 1, f ′y(x0, y0)

)
, t2 (1, 0, f

′
x(x0, y0)) . (3.6.5)

Òúé êàòî äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà τ å êîìïëàíàðíà ñ âåêòîðèòå (3.6.5), òî
íåéíèÿò íîðìàëåí âåêòîð ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò âåêòîðíîòî èì ïðîèçâåäå-
íèå. Ïî-òî÷íî, â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

n1 = t2 × t1, n2 = t1 × t2. (3.6.6)

Ïî-íàòàòúê óðàâíåíèÿòà (3.6.2) è (3.6.4) ñå ïîëó÷àâàò àâòîìàòè÷íî.
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3.7 Íåÿâíè ôóíêöèè. Ñúùåñòâóâàíå è äèôå-

ðåíöèðàíå

Çàïî÷âàìå òîçè ïàðàãðàô ñ ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ îò âèäà F (x; y) = 0
ñïðÿìî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå, íàïðèìåð y. Î÷åâèäíî å, ÷å ðåøåíèåòî òðÿá-
âà äà çàâèñè îò äðóãàòà ïðîìåíëèâà. Äà çàïèøåì òîâà ðåøåíèå âúâ âèäà
y = f(x). Çà äà ïðîâåðèì äàëè òàêà äåôèíèðàíîòî y å ðåøåíèå íà òúðñå-
íîòî óðàâíåíèå, òðÿáâà äà ãî çàìåñòèì â óðàâíåíèåòî, îòêúäåòî ñòèãàìå äî
ðàâåíñòâîòî

F (x; f(x)) ≡ 0. (3.7.1)

Äåôèíèöèÿ 3.7.1 Àêî ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà ãîðíîòî ðàâåíñ-
òâî òúæäåñòâåíî çà âñÿêî x îò äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî, òÿ ñå
íàðè÷à íåÿâíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà îò óðàâíåíèåòî F (x; y) = 0.

Ïî-äîëó ñå äèñêóòèðà âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà íå-
ÿâíàòà ôóíêöèÿ. Ïðåäè âñè÷êî äà îòáåëåæèì, ÷å ñúâñåì íå âñÿêî óðàâíåíèå
çàäàâà íåÿâíà ôóíêöèÿ. Òàêà íàïðèìåð çà x2+y2+1 = 0 íå ñúùåñòâóâà x,
çà êîåòî äà å äåôèíèðàíî y, à â ïî-ïðîñòèÿ ñëó÷àé x2 + y2 = 0 åäèíñòâåíî
ðåøåíèå ñúùåñòâóâà ñàìî çà x = 0 è òî å y = 0 (çà x ̸= 0 íå ñúùåñòâóâà
ðåøåíèå îòíîñíî y). Ïðàâè âïå÷àòëåíèå, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé å âúçìîæíî
ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà x äà å ðàçëè÷íî îò ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, íî
äà å òâúðäå �áåäíî� � íàïðèìåð â ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé. Çà ìåòîäèòå íà àíà-
ëèçà îáà÷å å íåîáõîäèìî äà ñìå ñèãóðíè, ÷å ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà â
îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òúé êàòî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò íåÿâíèòå ôóíêöèè ñ
õóáàâè ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñò äèôåðåíöèðóåìè. Àêî f(x) å òàêàâà ôóíêöèÿ,
òî, äèôåðåíöèðàéêè ðàâåíñòâîòî (3.7.1) ïî x è èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà
äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå

F ′
x(x; f(x)) + f ′(x)F ′

y(x; f(x)) ≡ 0,

îòêúäåòî

f ′(x) = − F ′
x(x; f(x))

F ′
y(x; f(x))

.

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å å åñòåñòâåíî íà ôóíêöèÿòà F äà áúäå íàëîæåíî óñ-
ëîâèåòî F ′

y(x, y) ̸= 0. Ùå ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðîñò ïðèìåð. Äà âçåìåì
óðàâíåíèåòî F (x; y) = x2 + y2 − R2 = 0, îïðåäåëÿùî îêðúæíîñò ñ öåíòúð
â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R â ðàâíèíàòà R2. ßñíî å, ÷å çà äà èìà óðàâíåíèåòî
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ðåøåíèå, òðÿáâà x ∈ [−R;R]. Îò äðóãà ñòðàíà, â êðàéíèòå òî÷êè íà èí-
òåðâàëà x = ±R ñå íàðóøàâà óñëîâèåòî F ′

y(x0, y0) ̸= 0. Ëåñíî ñå âèæäà,
÷å â òåçè òî÷êè îêðúæíîñòòà íå ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî ãðàôèêà
íà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ (òàíãåíòàòà �è ñòàâà âåðòèêàëíà). Çà âñÿêî
x îò îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (−R;R) òîâà óðàâíåíèå èìà òî÷íî äâå ðåøåíèÿ
îòíîñíî y, ò.å. y = ±

√
R2 − x2. Àêî ñå èíòåðåñóâàìå ñàìî îò íåïðåêúñ-

íàòè ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå ñàìî äâåòå íåÿâíè ôóíêöèè y =
√
R2 − x2 è

y = −
√
R2 − x2, ò.å. â òîçè ñëó÷àé íÿìà åäíîçíà÷íîñò. Çà äà ñå èçáåãíå íå-

åäíîçíà÷íîñòòà, íåùàòà òðÿáâà äà ñå ðàçãëåæäàò ëîêàëíî � äà ñå ôèêñèðà
åäíî ðåøåíèå â äàäåíà òî÷êà (òÿ ìîæå äà ëåæè âúðõó ãîðíàòà èëè äîë-
íàòà ïîëóîêðúæíîñò), è äà ñå ðàçãëåäà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ, âçåìàùà
ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò â òàçè òî÷êà. Òîãàâà, â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ðå-
øåíèå â íà÷àëíàòà òî÷êà, ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî íà ãîðíàòà èëè äîëíàòà
ïîëóîêðúæíîñò.

Íåêà M0(x0, y0) å òî÷êà â R2, îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî U = UM0
⊂ R2 å

íåéíà îêîëíîñò è íåêà F å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â U , ò.å. F : U −→ R.
Êàêòî å èçÿñíåíî ïî-ãîðå, òúðñè ñå ñúîòâåòñòâèå x 7→ y, êîåòî ñå îïðåäåëÿ
ñ ïîìîùòà íà óðàâíåíèåòî

F (x, y) = 0, (3.7.2)

êúäåòî F å äàäåíàòà ôóíêöèÿ. Ñ äðóãè äóìè, òúðñè ñå ìíîæåñòâîòî íà
âñè÷êè x, çà êîèòî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y, óäîâëåòâîðÿâàùî ðàâåíñòâî-
òî (3.7.2). Ñåãà âå÷å ñìå ïîäãîòâåíè äà äàäåì òî÷íàòà ôîðìóëèðîâêà íà
òåîðåìàòà, ò.å. ñòèãàìå äî ñëåäíèÿ ëîêàëåí ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 3.7.1 (çà ñúùåñòâóâàíå íà íåÿâíà ôóíêöèÿ) Íåêà ôóíêöè-
ÿòà F : U −→ R óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ

1) F å íåïðåêúñíàòà â U,

2) F (x0, y0) = 0,

3) Çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ U ñúùåñòâóâà F ′
y(x, y),

4) F ′
y å íåïðåêúñíàòà â M0,

5) F ′
y(x0, y0) ̸= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè

X = {x : |x− x0| < a} (a > 0) è Y = {y : |y − y0| < b} (b > 0), (3.7.3)
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òàêèâà, ÷å ïðàâîúãúëíèêúò Π = X × Y ⊂ U è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ y = f(x), f : X → Y , f � íåïðåêúñíàòà â ìíî-
æåñòâîòî X, f(x0) = y0 è çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî F (x, f(x)) = 0.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, äà îòáåëåæèì,
÷å ñ öåë óëåñíÿâàíå íà èçëîæåíèåòî, å íàïðàâåíà åäíà çàáåëåæêà îòíàñÿùà
ñå äî ðàâåíñòâîòî y0 = f(x0) (â ñëó÷àé, ÷å å íàëèöå åäèíñòâåíîñò íà ôóí-
êöèÿòà y = f(x)), è îñâåí òîâà å âúâåäåíà îùå åäíà äåôèíèöèÿ, ñâúðçàíà
ñ ïîíÿòèåòî íåÿâíà ôóíêöèÿ.

Çàáåëåæêà 3.7.1 Òúé êàòî çà âñÿêî x, ïðèíàäëåæàùî íà X, ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå y = f(x) íà óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0, ïðèíàäëåæàùî
íà Y , è äîêîëêîòî F (x0, y0) = 0, à x0 ∈ X è y0 ∈ Y , òî íàèñòèíà y0 =
f(x0).

Äåôèíèöèÿ 3.7.2 Ôóíêöèÿòà y = f(x) ñå íàðè÷à íåÿâíà ôóíêöèÿ, äå-
ôèíèðàíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0 â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0).

Äîêàçàòåëñòâî (íà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ). Òúé êàòî F å íåïðå-
êúñíàòà â U è F ′

y(x0, y0) ̸= 0, çà îïðåäåëåíîñò ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
F ′
y(x0, y0) > 0. Òîãàâà ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà F ′

y â (x0, y0), íåðàâåíñò-
âîòî å âÿðíî è â íÿêàêâà îêîëíîñò â R2 íà òî÷êàòà (x0, y0) (âèæ Êóäðÿâöåâ,
òîì 1, §19.2, Ëåìà 1). Äà èçáåðåì ïðàâîúãúëíàòà îêîëíîñò

Pα,β = (x0 − α, x0 + α)× (y0 − β, y0 + β) ⊂ U (α, β > 0)

òàêà, ÷å F ′
y(x, y) > 0 â çàòâîðåíàòà îáâèâêà [Pα,β] íà ïðàâîúãúëíèêà Pα,β, è

äà ðàçãëåäàìå ïî-íàòàòúê φ(y) = F (x0, y) êàòî ôóíêöèÿ íà y. Îò ãîðíîòî
ñëåäâà, ÷å òÿ å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [y0 − β, y0 + β], è
òúé êàòî φ(y0) = F (x0, y0) = 0, òî

φ(y0 − β) = F (x0, y0 − β) < 0 è φ(y0 + β) = F (x0, y0 + β) > 0.

Ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà F â òî÷êèòå (x0, y0 − β) è (x0, y0 + β) ñëåäâà,
÷å ôóíêöèèòå

F (x, y0 − β) è F (x, y0 + β)

êàòî ôóíêöèè íà x ñà ñúùî íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà x0 è ñëåäîâàòåëíî,
ñúùåñòâóâà òàêàâà δ-îêîëíîñò (x0 − δ, x0 + δ) (ïðåäïîëàãà ñå δ ≤ α), ÷å

F (x, y0 − β) < 0 è F (x, y0 + β) > 0
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çà âñè÷êè x ∈ (x0−δ, x0+δ). Íåêà ñåãà äà ôèêñèðàìå x ∈ (x0−δ, x0+δ) è äà
ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà F êàòî ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà y ∈ [y0−β, y0+β].
Â òîçè èíòåðâàë ñúùåñòâóâà ïðîèçâîäíàòà F ′

y(x, y) > 0, ñëåäîâàòåëíî F
êàòî ôóíêöèÿ íà y å íåïðåêúñíàòà è ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà
[y0 − β, y0 + β], ïðè òîâà

F (x, y0 − β) < 0 è F (x, y0 + β) > 0.

Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî ôèêñèðàíî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ñúùåñòâóâà òàêîâà
y∗ ∈ (y0−β, y0+β), ÷å F (x, y∗) = 0 (è ïîðàäè ñòðîãàòà ìîíîòîííîñò íà F â
èíòåðâàëà [y0−β, y0+β], òîâà y∗ å åäèíñòâåíî). Ñ äðóãè äóìè, ïî òîçè íà÷èí
ïîëó÷èõìå åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå (ò.å. ôóíêöèÿ) y∗ = f(x) çà òàêîâà
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), ÷å y∗ ∈ (y0 − β, y0 + β) è F (x, y∗) = 0. Åäíîâðåìåííî ñ
òîâà å ïîëó÷åíà è åäèíñòâåíîñòòà íà òàçè ôóíêöèÿ, ïîðàäè êîåòî (ñúãëàñíî
Çàáåëåæêà 3.7.1), óñëîâèåòî F (x0, y0) = 0 âîäè äî ðàâåíñòâîòî y0 = f(x0).

Îñòàâà äà ñå äîêàæå íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f â èíòåðâàëà
(x0 − δ, x0 + δ), çàïî÷âàéêè ñ íåïðåêúñíàòîñòòà íà y = f(x) â òî÷êàòà
x0. Çà öåëòà, íåêà ε > 0. Íåêà â äàäåíàòà ïî-ãîðå êîíñòðóêöèÿ äà ïîä-
÷èíèì èçèñêâàíåòî β > 0 íà äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå β ≤ ε. Òîãàâà ïî
âå÷å äîêàçàíîòî, îò x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), (ò.å. |x − x0| < δ) ñëåäâà, ÷å
y = f(x) ∈ (y0−β, y0+β) ⊂ (y0−ε, y0+ε) è çàòîâà |y−y0| < ε, êîåòî ïîêàçâà
íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0. Çà äà äîêàæåì íåïðåêúñ-
íàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà y = f(x) â ïðîèçâîëíà òî÷êà x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),
äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñ-
ëîâèÿ:

1) F å íåïðåêúñíàòà â ïðàâîúãúëíèêà [Pα,β],

2) F (x, f(x)) = 0 è (x, f(x)) ∈ Pα,β çà âñè÷êè x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

3) F ′
y(x, y) > 0 çà âñè÷êè (x, y) ∈ Pα,β.

Îò ïðèâåäåíèòå ïî-ãîðå ðàçñúæäåíèÿ ñå âèæäà, ÷å òåçè òðè ñâîéñòâà ïîç-
âîëÿâàò äîêàçàòåëñòâî çà òî÷êàòà (x, f(x)) äà ñå ïðîâåäå àíàëîãè÷íî íà
òîâà çà òî÷êàòà (x0, y0), îòêúäåòî ñëåäâà íåïðåêúñíàòîñòòà íà f çà âñÿêà
òî÷êà x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Â çàêëþ÷åíèå, äà îòáåëåæèì, ÷å äîêàçàòåëñòâîòî ïðèêëþ÷âà, âçåìàéêè
a = δ è b = β âúâ ôîðìóëàòà (3.7.3). �

Òåîðåìà 3.7.2 (äîáàâêà êúì Òåîðåìà 3.7.1) Àêî îñâåí òîâà F ′
x è F ′

y

ñà äåôèíèðàíè â U è íåïðåêúñíàòè â (x0, y0), òî f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â
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òî÷êà x0 è f
′(x0) ñå èçðàçÿâà ñ ôîðìóëàòà:

f ′(x0) = −F
′
x(x0, f(x0))

F ′
y(x0, f(x0))

= −F
′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

. (3.7.4)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà â îêîëíîñòòà Pα,β ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòèòå â
òî÷êàòà (x0, y0) ÷àñòíè ïðîèçâîäíè F ′

x è F ′
y. Òîãàâà ôóíêöèÿòà F (x, y) å

äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà (x0, y0), ò.å.

F (x0 +∆x, y0 +∆y)− F (x0, y0) = (3.7.5)

= F ′
x(x0, y0)∆x+ F ′

y(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y,

êúäåòî
lim
ρ→0

ε1 = lim
ρ→0

ε2 = 0, ρ =
√
∆x2 +∆y2.

Äà âçåìåì âúâ ôîðìóëàòà (3.7.5)

x0 +∆x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− y0.

Òîãàâà ïîðàäè óñëîâèåòî F (x, f(x)) = 0 ïîëó÷àâàìå

F (x0 +∆x, y0 +∆y) = F (x0 +∆x, f(x0 +∆x)) = 0,

è òúé êàòî è F (x0, y0) = 0, òî îò (3.7.5) ñëåäâà

F ′
x(x0, y0)∆x+ F ′

y(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y = 0.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

∆y

∆x
= − F ′

x(x0, y0) + ε1
F ′
y(x0, y0) + ε2

. (3.7.6)

Íåêà ñåãà ∆x→ 0. Òîãàâà ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà f è ∆y → 0, à òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ρ =

√
∆x2 +∆y2 → 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å âúâ ôîðìóëàòà

(3.7.6) å â ñèëà
lim
∆x→0

ε1 = lim
∆x→0

ε2 = 0.

Çàòîâà ïðè ∆x → 0 ãðàíèöàòà íà äÿñíàòà ñòðàíà íà (3.7.6) ñúùåñòâóâà

è å ðàâíà íà − F ′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

(äà íàïîìíèì, ÷å F ′
y(x0, y0) ̸= 0), ïîðàäè êîåòî

ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà íà ëÿâàòà ñòðàíà, ò.å ñúùåñòâóâà ïðîèçâîäíàòà

f ′(x0) = − F ′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

· (3.7.7)

Òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �
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Çàáåëåæêà 3.7.2 Àêî F ′
x è F

′
y ñà íåïðåêúñíàòè â U = UM0

, òî ôóíêöèÿ-
òà f ′ å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà X. Íàèñòèíà, ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà
(3.7.7) çà ïðîèçâîëíà òî÷êà x ∈ X, ïîëó÷àâàìå

y′ = f ′(x) = − F ′
x(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

= − F ′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

, (3.7.8)

îòêúäåòî ïî òåîðåìàòà çà ñóïåðïîçèöèÿ îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñå
ïîëó÷àâà íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ′(x) â èíòåðâàëà X.

Àíàëîãè÷íî ñå ôîðìóëèðà è äîêàçâà òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ,
äåôèíèðàíà îò óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0, çà x(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm (m > 2)
è y ∈ R, ò.å. îò óðàâíåíèåòî F (x1, x2, . . . , xm, y) = 0. È òàêà, íåêà òî÷êàòà
x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
m) ∈ Rm, M0(x

0, y0) ∈ Rm+1 è íåêà U = UM0
⊂ Rm+1 å

îêîëíîñò íà M0. Âàëèäíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.7.3 (çà ñúùåñòâóâàíå íà íåÿâíà ôóíêöèÿ) Íåêà ôóíêöè-
ÿòà F : U −→ R óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1) F å íåïðåêúñíàòà â U,

2) F (x0, y0) = 0,

3) Çà âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ U ñúùåñòâóâà F ′
y(x, y),

4) F ′
y å íåïðåêúñíàòà â M0,

5) F ′
y(x

0, y0) ̸= 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè

Xk =
{
x :
∣∣x− x0k

∣∣ < ak
}
, ak > 0, k = 1÷m; Y = {y : |y − y0| < b } , b > 0,

òàêèâà ÷å ïàðàëåëåïèïåäúò Π = X × Y ⊂ U, X = X1 × X2 × . . . × Xm,
è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ y = f(x), f : X → Y , f �

íåïðåêúñíàòà â X; f(x0) = y0 è çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî F (x, f(x)) = 0.
Àêî îñâåí òîâà F ′

xk
, k = 1 ÷ m è F ′

y ñà äåôèíèðàíè â U è íåïðåêúñíàòè
â (x0, y0), òî f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êà x0 è f ′(x0k) ñå èçðàçÿâà ñ
ôîðìóëàòà:

f ′xk(x
0) = −

F ′
xk
(x0, f(x0))

F ′
y(x

0, f(x0))
= −

F ′
xk
(x0, y0)

F ′
y(x

0, y0)
· (3.7.9)
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Çàáåëåæêà 3.7.3 Àêî F ′
xk

è F ′
y ñà íåïðåêúñíàòè â U = UM0

, òî ôóí-
êöèÿòà f ′xk å íåïðåêúñíàòà â ïàðàëåëåïèïåäà X. Íàèñòèíà, ïðèëàãàéêè
ôîðìóëàòà (3.7.9) çà ïðîèçâîëíà òî÷êà x ∈ X, ïîëó÷àâàìå

y′xk = f ′xk(x) = −
F ′
xk
(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

= −
F ′
xk
(x, y)

F ′
y(x, y)

, (3.7.10)

îòêúäåòî ïî òåîðåìàòà çà ñóïåðïîçèöèÿ îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ñå
ïîëó÷àâà íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ′xk(x) â ïàðàëåëåïèïåäà X.

Ñåãà ìîæåì äà îòèäåì ïî-äàëå÷å. Àêî ôóíêöèÿòà F èìà íåïðåêúñíàòè
÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä, òî èçðàçèòå îò äÿñíàòà ñòðàíà íà (3.7.8)
(ðåñïåêòèâíî (3.7.10)) ìîãàò äà ñå äèôåðåíöèðàò îùå âåäíúæ ïî ïðîìåí-
ëèâàòà x (ðåñïåêòèâíî ïî xj, j = 1 ÷m), ïðè êîåòî ñå ïîëó÷àâàò âòîðèòå
(÷àñòíè) ïðîèçâîäíè íà f . Òàêà ñå ïîëó÷àâàò ôîðìóëèòå

f ′′(x) = −
F ′′
xx(x, y) + 2F ′′

xy y
′ + F ′′

yy (x, y) y
′ 2

F ′
y(x, y)

, (3.7.11)

ðåñïåêòèâíî, èçïóñêàéêè çà óäîáñòâî ïðîìåíëèâèòå,

f ′′xkxk(x) = f ′′x2k
(x) = −

F ′′
x2k
+ 2F ′′

xk y
y′xk + F ′′

yy y
′ 2
xk

F ′
y

, (3.7.12)

è íàé-ñåòíå, çà k ̸= j

f ′′xkxj(x) = −
F ′′
xkxj

+ F ′′
xk y

y′xj + F ′′
xj y

y′xk + F ′′
yy y

′
xk
y′xj

F ′
y

, (3.7.13)

êàòî ïúðâèòå ïðîèçâîäíè (ðåñï. ÷àñòíè ïðîèçâîäíè) íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ
ìîãàò äà ñå çàìåñòÿò ñ èçðàçèòå îò (3.7.8) è (3.7.10).

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å ôîðìóëèòå (3.7.11)�(3.7.13) ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
ïî-áúðçî, êàòî ñå äèôåðåíöèðà (3.7.2) äâà ïúòè ïî ñúîòâåòíàòà ïðîìåíëèâà,
îò÷èòàéêè, ÷å y å ôóíêöèÿ íà x (êàêòî å ïðåñìåòíàòî y′ â íà÷àëîòî íà òîçè
ïàðàãðàô).



Ãëàâà 4

Åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿ íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

4.1 Ôîðìóëà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿ íà íÿêîë-

êî ïðîìåíëèâè

Ïðåñëåäâàéêè àíàëîãèÿ ñ ôóíêöèÿ íà åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà, äà ïðè-
ïîìíèì, ÷å àêî f å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â îêîëíîñò U = Ux0 íà
òî÷êàòà x0, çàåäíî ñ ïðîèçâîäíèòå ñè äî (n+ 1)-âè ðåä (n ∈ N0), òî çà íåÿ
å â ñèëà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

f(x)− f(x0) =
n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + rn(x), (4.1.1)

ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí

rn(x) =
f (n+1)(x0 + ϑ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 (0 < ϑ < 1), (4.1.2)

çàïèñàí òóê âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ.

Ïî ïîäîáèå íà åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, àêî åäíà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåí-
ëèâè, èìà äîñòàòú÷åí áðîé íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà
íÿêîÿ òî÷êà, òî âúâ âúïðîñíàòà îêîëíîñò òàçè ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ïðåäñ-
òàâè êàòî ñóìà íà ïîëèíîì è îñòàòúê, êîéòî å �ìàëúê� â èçâåñòåí ñìèñúë.

Çà óëåñíÿâàíå íà èçëîæåíèåòî, ùå çàïî÷íåì ñúñ ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà
äâå ïðîìåíëèâè. Çà öåëòà, äà âçåìåì òî÷êàòà (x0, y0) ∈ R2 è íåêà U =

79
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U(x0,y0) ⊂ R2 å íåéíà îêîëíîñò, çâåçäîîáðàçíà îòíîñíî òî÷êàòà (x0, y0) (ò.å
íàðåä ñ âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ U îêîëíîñòòà U ñúäúðæà è îòñå÷êàòà, êîÿòî ÿ
ñâúðçâà ñ (x0, y0), âèæ Äåôèíèöèÿ 1.4.15). Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà
ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å U å δ-îêîëíîñò íà (x0, y0), ò. å. îòâîðåí êðúã ñ öåíòúð
òî÷êàòà (x0, y0) è ðàäèóñ δ. Íåêà îñâåí òîâà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â
ìíîæåñòâîòî U . Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.1 Íåêà ôóíêöèÿòà f : U −→ R e äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíà-
òà â δ-îêîëíîñòòà U íà òî÷êàòà (x0, y0), çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ñè ïðîèçâîä-

íè ñè äî n+1-âè ðåä (n ∈ N0), è ρ =
√

∆x2 +∆y2 < δ. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
òàêîâà ϑ = ϑ(∆x,∆y), 0 < ϑ < 1, ÷å å â ñèëà ôîðìóëàòà

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) =
∂f(x0, y0)

∂x
∆x+

∂f(x0, y0)

∂y
∆y+

+
1

2

[
∂2f(x0, y0)

∂x2
∆x2 + 2

∂2f(x0, y0)

∂x∂y
∆x∆y +

∂2f(x0, y0)

∂y2
∆y2

]
+

+
1

3!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)3

f(x0, y0) + · · ·+

+
1

n!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)n
f(x0, y0) + rn(∆x,∆y),

èëè ïî-êðàòêî

∆z =
n∑
k=1

1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k
f(x0, y0) + rn(∆x,∆y), (4.1.3)

êúäåòî

rn(∆x,∆y) =
1

(n+ 1)!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)n+1

f(x0+ϑ∆x, y0+ϑ∆y), (4.1.4)

0 < ϑ < 1.

Äåôèíèöèÿ 4.1.1 Ôîðìóëàòà (4.1.3) ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Òåéëîð îò
ðåä n çà ôóíêöèÿòà f , ôóíêöèÿòà rn � îñòàòú÷åí ÷ëåí, à çàïèñúò ìó
âúâ âèäà (4.1.4) ñå íàðè÷à îñòàòú÷åí ÷ëåí íà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð âúâ
ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ.
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Çàáåëåæêà 4.1.1 Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè n = 0 ôîðìóëàòà (4.1.3) èçèñ-
êâà ðàçÿñíåíèå íà ñìèñúëà íà ïúðâîòî ñúáèðàåìî îò äÿñíàòà ñòðàíà, çà-
ùîòî â òîçè ñëó÷àé èíäåêñúò, íàïèñàí íàä çíàêà çà ñóìèðàíå, å ðàâåí
íà íóëà. Â òîçè ñëó÷àé ïî äåôèíèöèÿ òîçè ÷ëåí å ðàâåí íà íóëà, ò.å.
ôîðìóëàòà (4.1.3) èìà âèäà

∆z = r0(∆x,∆y).

Ïî-íàòàòúê, êîãàòî ñå ñðåùà ñèìâîëúò çà ñóìèðàíå
∑
, â êîéòî ñòîé-

íîñòòà íà èíäåêñà íà ñóìèðàíå, íàïèñàí ïîä ñóìàòà, å ïî-ãîëÿì îò òîçè,
íàïèñàí íàä ñóìàòà, ñúùî ùå ñ÷èòàìå, ÷å ñóìàòà å íóëà.

Äîêàçàòåëñòâî. È òàêà, íåêà U å δ-îêîëíîñò íà (x0, y0), ò. å. îòâîðåí êðúã
ñ öåíòúð òî÷êàòà (x0, y0) è ðàäèóñ δ, è íåêà ∆x è ∆y ñà ôèêñèðàíè òàêà,
÷å ρ =

√
∆x2 +∆y2 < δ. Òîãàâà òî÷êèòå (x0 + t∆x, y0 + t∆y) ñ 0 ≤ t ≤ 1

ëåæàò íà îòñå÷êàòà, ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå (x0, y0) è (x0 + ∆x, y0 + ∆y),
ïîðàäè êîåòî òå ñúùî ïðèíàäëåæàò íà δ-îêîëíîñòòà U . Ïîðàäè òîâà èìà
ñìèñúë ñóïåðïîçèöèÿòà íà ôóíêöèèòå

z = f(x, y)

è
x = x0 + t∆x, y = y0 + t∆y (0 ≤ t ≤ 1),

ò.å. ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ

F (t) = f(x0 + t∆x, y0 + t∆y), 0 ≤ t ≤ 1. (4.1.5)

Î÷åâèäíî å, ÷å

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = F (1)− F (0). (4.1.6)

Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f èìà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî (n +
1)-âè ðåä â ìíîæåñòâîòî U , òî ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F èìà íåïðåêúñíàòè
ïðîèçâîäíè äî (n + 1)-âè ðåä â èíòåðâàëà [0,1]. Ïîðàäè òîâà òàì å â ñèëà
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð îò n-òè ðåä çà ôóíêöèÿòà F ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí, çàïèñàí
âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ:

F (t)−F (0) = F ′(0) t+
F ′′(0)

2!
t2+ · · ·+ F (n)(0)

n!
tn+

F (n+1)(ϑt)

(n+ 1)!
tn+1, (4.1.7)

0 ≤ t ≤ 1,
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è ôóíêöèÿòà (4.1.5) ìîæå äà ñå äèôåðåíöèðà n + 1 ïúòè êàòî ñúñòàâíà
ôóíêöèÿ, áåç äà ñå äúðæè ñìåòêà çà ðåäà íà äèôåðåíöèðàíåòî, òúé êàòî â
òîçè ñëó÷àé ïîëó÷åíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íå çàâèñÿò îò íåãî.

Èçðàçÿâàéêè îò (4.1.5) ïðîèçâîäíèòå íà F è ïîñòàâÿéêè t = 1 â (4.1.7),
ïîëó÷àâàìå èñêàíàòà ôîðìóëà íà Òåéëîð. Íàèñòèíà

F ′(t) =
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
=

=
∂f(x0 + t∆x, y0 + t∆y)

∂x
∆x+

∂f(x0 + t∆x, y0 + t∆y)

∂y
∆y,

îòêúäåòî (èçïóñêàéêè çà êðàòêîñò àðãóìåíòà)

F ′′(t) =
d

dt

(
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y

)
=
∂2f

∂x2
∆x2 + 2

∂2f

∂x∂y
∆x∆y +

∂2f

∂y2
∆y2,

ñëåä êîåòî ïî èíäóêöèÿ ñå ïîëó÷àâà ëåñíî, ÷å

F (k)(t) =

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k
f(x0 + t∆x, y0 + t∆y), k = 1, 2, . . . , n+ 1.

(4.1.8)
Ñåãà îò (4.1.8) ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

F (k)(0) =

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k
f(x0, y0), k = 1, 2, . . . , n. (4.1.9)

F (n+1)(ϑt) =

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)n+1

f(x0 + ϑt∆x, y0 + ϑt∆y). (4.1.10)

Çàìåñòâàéêè ñåãà (4.1.9) è (4.1.10) â (4.1.7), è âçåìàéêè t = 1, ïîëó÷àâàìå

∆z = F (1)− F (0) =
n∑
k=1

F (k)(0)

k!
+
F (n+1)(ϑ)

(n+ 1)!
=

=
n∑
k=1

1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k
f(x0, y0)+

+
1

(n+ 1)!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)n+1

f(x0 + ϑ∆x, y0 + ϑ∆y),
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çà 0 < ϑ < 1, êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà. �
Èçïîëçâàéêè ïîíÿòèåòî äèôåðåíöèàë îò ïî-âèñîê ðåä

d kf(x0, y0) =

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k
f(x0, y0), k = 1, 2, . . . , n+ 1,

ôîðìóëàòà íà Òåéëîð (4.1.3) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∆z =
n∑
k=1

1

k!
d kf(x0, y0)+

dn+1f(x0 + ϑ∆x, y0 + ϑ∆y)

(n+ 1)!
, 0 < ϑ < 1, (4.1.11)

êîéòî å âúçìîæíî íàé-ïðîñò è óäîáåí çà çàïîìíÿíå.

Ïðåìèíàâàéêè êúì ðàçãëåæäàíå íà îáùèÿ ìíîãîìåðåí ñëó÷àé, äà âçå-
ìåì òî÷êàòà x0(x01, x

0
2, . . . , x

0
m) ∈ Rm. Íåêà ìíîæåñòâîòî U = Ux0 ⊂ Rm

å íåéíà îêîëíîñò, çâåçäîîáðàçíà îòíîñíî òî÷êàòà x0, êîÿòî áåç îãðàíè÷å-
íèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å å δ-îêîëíîñò íà x0, ò. å. U e îòâîðåíîòî êúëáî
B(x0; δ), è íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â U .

Òåîðåìà 4.1.2 Íåêà ôóíêöèÿòà f : U −→ R e äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíà-
òà â δ-îêîëíîñòòà U íà òî÷êàòà x0, çàåäíî ñ ÷àñòíèòå ñè ïðîèçâîäíè
äî n + 1-âè ðåä (n ∈ N0), è ρ =

√
∆x21 + · · ·+∆x2m < δ. Òîãàâà ñúùåñò-

âóâà òàêîâà ϑ = ϑ(∆x) = ϑ(∆x1,∆x2, . . . ,∆xm), 0 < ϑ < 1, ÷å å â ñèëà
ôîðìóëàòà

∆z = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0) = (4.1.12)

= f(x01 +∆x1, x
0
2 +∆x2, . . . , x

0
m +∆xm)− f(x01, x

0
2, . . . , x

0
m) =

=
n∑
k=1

1

k!

(
∆x1

∂

∂x1
+ · · ·+∆xm

∂

∂xm

)k
f(x01, . . . , x

0
m) + rn(∆x1, . . . ,∆xm),

êúäåòî

rn(∆x) =
1

(n+ 1)!

(
∆x1

∂

∂x1
+ · · ·+∆xm

∂

∂xm

)n+1

f(x0 + ϑ∆x), (4.1.13)

(x0 + ϑ∆x) = (x01 + ϑ∆x1, . . . , x
0
m + ϑ∆xm), 0 < ϑ < 1.

Ñ ïîìîùòà íà äèôåðåíöèàëè ôîðìóëàòà (4.1.12) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

∆z = f(x)− f(x0) =
n∑
k=1

1

k!
d kf(x0) + rn(∆x). (4.1.14)
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Íàé-ñåòíå, äà îòáåëåæèì, ÷å ôîðìóëàòà íà Òåéëîð, çàïèñàíà â ïîñëåäíàòà
ôîðìà, èçãëåæäà ñúâñåì ñõîäíî íà ñúîòâåòíàòà ôîðìóëà (4.1.1) çà ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà.

Ïðèìåð 4.1.1 Çà èëþñòðàöèÿ å íàïèñàíà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóí-
êöèÿòà f(x, y) = ex+y â òî÷êàòà (x0, y0) = (0, 0) è n = 1.

Çà èñêàíàòà ôîðìóëà ñå íóæäàåì îò ïúðâèòå è âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè,
çà êîèòî ÷ðåç íåïîñðåäñòâåíî äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå:

f ′x = ex+y, f ′y = ex+y, f ′′xx = f ′′xy = f ′′yx = f ′′yy = ex+y.

Çà n = 1 ôóíêöèÿòà f è ïúðâèòå �è ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ó÷àñòâàò âúâ ôîð-
ìóëàòà íà Òåéëîð ñúñ ñòîéíîñòèòå ñè

f(0, 0) = f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 1

â òî÷êàòà (0, 0), à âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè � â ξ = (ξ1, ξ2) ñúñ ξ1 = ϑx,
ξ2 = ϑy è ϑ ∈ (0, 1), ò.å.

f ′′xx(ξ1, ξ2) = f ′′xy(ξ1, ξ2) = f ′′yx(ξ1, ξ2) = f ′′yy(ξ1, ξ2) = eξ1+ξ2 = eϑ(x+y),

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

f(x, y) = 1 + 1.x+ 1.y +
1

2!

(
eϑ(x+y)x2 + 2eϑ(x+y)xy + eϑ(x+y)y2

)
=

= 1 + (x+ y) +
eϑ(x+y)

2!
(x+ y)2 ,

êîåòî å òúðñåíàòà ôîðìóëà. �

4.2 Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿ

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Èçó÷àâàíèÿò â òîçè ïàðàãðàô ìàòåðèàë íîñè àíàëèòè÷åí õàðàêòåð è
äîêàçàòåëñòâàòà íå ñå óñëîæíÿâàò ñ óâåëè÷àâàíå áðîÿ íà ïðîìåíëèâèòå. Çà-
òîâà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîãàò äà çàïî÷íàò íàïðàâî ñ îáùèÿ m-ìåðåí ñëó÷àé,
êàòî â ñëó÷àé íà íåîáõîäèìîñò äà ñå ïîêàæàò ñïåöèôè÷íèòå îñîáåíîñòè çà
m = 2 è m = 3.

È òàêà, äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî D ⊂ Rm è ôóíêèÿòà f : D −→ R,
êîÿòî å äåôèíèðàíà â íåãî.
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Äåôèíèöèÿ 4.2.1 Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D −→ R èìà ëîêàëåí
ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0 ∈ D, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò Ux0 ⊂ D
íà òî÷êàòà x0, ÷å

f(x0) = f(x) çà âñÿêî x ∈ Ux0. (4.2.1)

Äåôèíèöèÿ 4.2.2 Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D −→ R èìà ëîêàëåí
ìèíèìóì â òî÷êàòà x0 ∈ D, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò Ux0 ⊂ D
íà òî÷êàòà x0, ÷å

f(x0) 5 f(x) çà âñÿêî x ∈ Ux0. (4.2.2)

Äåôèíèöèÿ 4.2.3 Ëîêàëíèòå ìàêñèìóìè è ëîêàëíèòå ìèíèìóìè ñå íà-
ðè÷àò ïî-îáùî ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Äåôèíèöèÿ 4.2.4 Àêî íåðàâåíñòâîòî â (4.2.1) èëè (4.2.2) å ñòðîãî ïðè
x ̸= x0, òî ñúîòâåòíèÿò ëîêàëåí åêñòðåìóì ñå íàðè÷à ñòðîã ëîêàëåí
åêñòåìóì (ò.å. ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì èëè ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì).

Èçïîëçâàéêè ïîçíàíèÿòà çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà, ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò, äàâàù íåîáõîäè-
ìî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 4.2.1 (íåîáõîäèìî óñëîâèå) Íåêà ôóíêöèÿòà f : D −→ R
ïðèòåæàâà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà x0 ∈ D ⊂ Rm è îñâåí òîâà ñúùåñò-
âóâàò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′xk(x

0) â òî÷êàòà x0 çà k = 1 ÷ m.
Òîãàâà âñè÷êè òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å.

f ′xk(x
0) = 0, çà k = 1÷m. (4.2.3)

Äîêàçàòåëñòâî. Ñ öåë äà ñâåäåì ñëó÷àÿ äî ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà,
îçíà÷àâàìå ñ g(xk) ôóíêöèÿòà

g(xk) := f(x01, x
0
2, . . . x

0
k−1, xk, x

0
k+1, . . . , x

0
m) (k = 1÷m), (4.2.4)
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äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà x0k. Î÷åâèäíî å, ÷å òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êàòà x0k è èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â íåÿ, ïîðàäè êîåòî g′(x0k) = 0. Òúé êàòî
g′(x0k) = f ′xk(x

0) = 0, òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å âñè÷êè ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
íà f èìàò ñòîéíîñò 0 â òî÷êàòà x0, ò.å. f ′xk(x

0) = 0 çà k = 1÷m. �

Äåôèíèöèÿ 4.2.5 Òî÷êàòà x0 ñå íàðè÷à ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà ôóíêöè-
ÿòà f , äèôåðåíöèðóåìà â íåÿ, àêî grad f(x0) = 0.

Çàáåëåæêà 4.2.1 Î÷åâèäíî å òîãàâà, ÷å òî÷êàòà x0, â êîÿòî ôóíêöèÿ-
òà f å äèôåðåíöèðóåìà, å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà íåÿ òîãàâà è ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî

f ′xk(x
0) = 0 çà k = 1÷m.

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å ïðåäâèä Òåîðåìà 4.2.1, åäíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíê-
öèÿ ìîæå äà èìà åâåíòóàëåí ëîêàëåí åêñòðåìóì ñàìî â íåéíà ñòàöèî-
íàðíà òî÷êà.

Çàáåëåæêà 4.2.2 Óñëîâèåòî (4.2.3) íå å äîñòàòú÷íî çà ñúùåñòâóâàíå íà
ëîêàëåí åêñòðåìóì.

È òàêà, èìà ôóíêöèè, êîèòî ñà äèôåðåíöèðóåìè âúâ âñÿêà òî÷êà îò
äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî, íî ÷àñòíèòå èì ïðîèçâîäíè ñà íàâñÿêúäå
ðàçëè÷íè îò íóëà (ò.å. íÿìàò ñòàöèîíàðíè òî÷êè), è ïîðàäè òîâà íÿìàò
ëîêàëíè åêñòðåìóìè, è òàêèâà, êîèòî èìàò ñòàöèîíàðíè òî÷êè, íî íÿìàò
ëîêàëíè åêñòðåìóìè â òÿõ. Òîâà ñå èëþñòðèðà íàïðèìåð ñúñ ñëåäíèÿ ïðè-
ìåð.

Ïðèìåð 4.2.1 Òóê ñà ðàçãëåäàíèòå äâå ôóíêöèè, êîèòî ñà äåôèíèðàíè è
äèôåðåíöèðóåìè â öÿëàòà ðàâíèíà R2, íî íÿìàò ëîêàëíè åêñòðåìóìè â
íèòî åäíà òî÷êà îò íåÿ, à èìåííî

à) f(x, y) = ex+y,

á) f(x, y) = xy.

Íàèñòèíà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ïúðâàòà îò äâåòå ôóíêöèè ñà

f ′x(x, y) = f ′y(x, y) = ex+y ̸= 0

çà âñè÷êè (x, y) îò ðàâíèíàòà R2, è çàòîâà f íÿìà ñòàöèîíàðíè òî÷êè, à
îòòàì è ëîêàëíè åêñòðåìóìè.
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×àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà âòîðàòà ôóíêöèÿ ñà ñúîòâåòíî f ′x(x, y) = y
è f ′y(x, y) = x, îòêúäåòî grad f(x, y) = (y, x) = (0, 0) ñàìî â òî÷êàòà
(0, 0). Òîãàâà òàçè òî÷êà å åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà f , è ñàìî
â íåÿ å âúçìîæíî ôóíêöèÿòà äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Îáà÷å ðàçëèêàòà
f(x, y)− f(0, 0) = xy − 0 = xy ñìåíÿ çíàêà ñè âúâ âñÿêà ïðîèçâîëíî âçåòà
îêîëíîñò íà òî÷êàòà (0, 0) (â òî÷êèòå íà ïúðâè è òðåòè êâàäðàíò çíàêúò
íà òàçè ðàçëèêà å ïîëîæèòåëåí, äîêàòî âúâ âòîðè è ÷åòâúðòè � îòðèöà-
òåëåí), ïîðàäè êîåòî ñòîéíîñòòà f(0, 0) íå å íèòî íàé-ìàëêà â îêîëíîñòòà,
íèòî íàé-ãîëÿìà. Ñëåäîâàòåëíî è òàçè ôóíêöèÿ íÿìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.
Òî÷êàòà (0, 0) å ñåäëîâèííà çà õèïåðáîëè÷íàòà ïîâúðõíèíà z = xy. �

4.3 Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà

ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ

Çà äà ñå ãàðàíòèðà íàëè÷èåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà äàäåíà ôóíê-
öèÿ â íÿêàêâà ñòàöèîíàðíà òî÷êà, å íóæíî äà ñå ïîñòàâÿò äîïúëíèòåëíè
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ôóíêöèÿòà, ò.å äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà
ëîêàëåí åêñòðåìóì. Çàïî÷âàéêè ñ ôóíêöèÿ íà äâå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè,
íåêà òî÷êàòà (x0, y0) ∈ R2, ìíîæåñòâîòî U = U(x0,y0) ⊂ R2 å îêîëíîñò íà
òàçè òî÷êà è ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â îêîëíîñòòà U . Âÿðíà å ñëåäíàòà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.1 (Äîñòàòú÷íî óñëîâèå) Íåêà ôóíêöèÿòà f : U −→ R
ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′′xx, f

′′
xy, f

′′
yx, f

′′
yy îò âòîðè

ðåä â îêîëíîñòòà U è òî÷êàòà (x0, y0) å ñòàöèîíàðíà çà f , ò.å.

f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0. (4.3.1)

Òîãàâà

1) Àêî

∆ = f ′′xx(x0, y0).f
′′
yy(x0, y0)−

[
f ′′xy(x0, y0)

]2
> 0, (4.3.2)

òî f(x, y) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (x0, y0). Tîçè åêñòðå-
ìóì å ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì, àêî f ′′xx(x0, y0) > 0, èëè ñòðîã ëîêà-
ëåí ìàêñèìóì, àêî f ′′xx(x0, y0) < 0;

2) Àêî

∆ = f ′′xx(x0, y0).f
′′
yy(x0, y0)−

[
f ′′xy(x0, y0)

]2
< 0, (4.3.3)
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òî f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â (x0, y0);

3) Àêî

∆ = f ′′xx(x0, y0).f
′′
yy(x0, y0)−

[
f ′′xy(x0, y0)

]2
= 0, (4.3.4)

òî ìîæå äà ñå ñëó÷è êàêòî f(x, y) äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â
òî÷êàòà (x0, y0), òàêà è äà íÿìà òàêúâ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿòà (4.1.3) ñ
n = 1 è îñòàòú÷åí ÷ëåí (4.1.4), ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ èçðàç çà íàðàñòâàíåòî
íà ôóíêöèÿòà

∆f = f(x, y)− f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0)+ (4.3.5)

+
1

2

(
f ′′xx(ξ, η)(x− x0)

2 + 2f ′′xy(ξ, η)(x− x0)(y − y0) + f ′′yy(ξ, η)(y − y0)
2
)
,

êúäåòî ξ = x0 + ϑ(x− x0), η = y0 + ϑ(y − y0) è 0 < ϑ < 1. Íåêà îñâåí òîâà
f ′′xx(x0, y0) ̸= 0 (àêî f ′′xx(x0, y0) = 0, èçñëåäâàíèÿòà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì
ñå ïðîâåæäàò ñïîðåä çíàêà íà f ′′yy(x0, y0)). Òúé êàòî (x0, y0) å ñòàöèîíàðíà
òî÷êà çà f , òî (4.3.5) ñå ðåäóöèðà äî ðàâåíñòâîòî

∆f =
(y − y0)

2

2

(
f ′′xx(ξ, η)

(x− x0)
2

(y − y0)2
+ 2f ′′xy(ξ, η)

(x− x0)

(y − y0)
+ f ′′yy(ξ, η)

)
,

(4.3.6)
÷èÿòî äÿñíà ñòðàíà ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòíà ôóíêöèÿ íà (x−x0)/(y−y0). Çà
ñúùåñòâóâàíåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñå èçèñêâà ∆f = f(x, y)− f(x0, y0)
äà çàïàçâà çíàêà ñè â íÿêàêâà îêîëíîñò íà (x0, y0), êîåòî å âúçìîæíî ñàìî,
àêî äèñêðèìèíàíòàòà íà ãîðíèÿ èçðàç å îòðèöàòåëíà, ò. å.

D =
[
f ′′xy(ξ, η)

]2 − f ′′xx(ξ, η).f
′′
yy(ξ, η) < 0. (4.3.7)

Íåêà ñåãà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (4.3.2). Òîâà âîäè äî ñúîòâåòíîòî íåðà-
âåíñòâî çà äèñêðèìèíàíòàòà â òî÷êàòà (x0, y0)

D =
[
f ′′xy(x0, y0)

]2 − f ′′xx(x0, y0).f
′′
yy(x0, y0) < 0,

à îòòòàì (ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè) äî ñú-
ùåñòâóâàíåòî íà îêîëíîñò íà (x0, y0), â êîÿòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
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(4.3.7). Ñëåäîâàòåëíî íàðàñòâàíåòî∆f îò (4.3.6) (êîåòî ïðåäñòàâëÿâà êâàä-
ðàòíà ôóíêöèÿ íà (x − x0)/(y − y0)) çàïàçâà çíàêà ñè â öÿëà îêîëíîñò íà
(x0, y0). Ïî-íàòàòúê äà îòáåëåæèì, ÷å òîçè çíàê çàâèñè îò êîåôèöèåíòà f ′′xx
ïðåä âòîðàòà ñòåïåí íà (x − x0)/(y − y0). Îñâåí òîâà, îòíîâî ïîðàäè íåï-
ðåêúñíàòîñòòà, àêî f ′′xx(x0, y0) > 0, òî â öÿëà îêîëíîñò ñå çàïàçâà ñúùîòî
íåðàâåíñòâî, ò. å. f ′′xx(ξ, η) > 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ
â (4.3.6) å ïîëîæèòåëíà â öÿëà îêîëíîñò íà (x0, y0), è ñëåäîâàòåëíî f èìà
ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà. Àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà è ðåçóëòàòúò
çà f ′′xx(x0, y0) < 0, êîãàòî ñëåäâà, ÷å f èìà ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å íåðàâåíñòâîòî (4.3.3) ãàðàíòèðà
îòñúñòâèåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà (x0, y0).

Çà ïúëíîòà äà îòáåëåæèì, ÷å àêî å íàëèöå óñëîâèåòî (4.3.4), ñà íóæíè
äîïúëíèòåëíè èçñëåäâàíèÿ çà äîêàçâàíå íàëè÷èåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì
èëè íåãîâîòî îòñúñòâèå. �

Çà ïî-áúðçî è ëåñíî èçÿñíÿâàíå íà ñèòóàöèÿòà, â êîÿòî å íàëèöå íÿêîå
îò óñëîâèÿòà (4.3.2) � (4.3.4), ñà ðàçãëåäàíè äâà ïðèìåðà. Ïúðâèÿò îò òÿõ
å âúâ âðúçêà ñ (4.3.2) è (4.3.3).

Ïðèìåð 4.3.1 Òóê ñà ðàçãëåäàíèòå òðè ôóíêöèè, êîèòî ñà äåôèíèðàíè
è äèôåðåíöèðóåìè â öÿëàòà ðàâíèíà R2, è èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà ∆ > 0,
ðåñïåêòèâíî ∆ < 0, â ñòàöèîíàðíèòå ñè òî÷êè, à èìåííî:

à) f(x, y) = x2 + y2,

á) f(x, y) = −x2 − y2,

â) f(x, y) = x2 − y2.

Êàêòî å ëåñíî äà ñå âèäè, òðèòå ôóíêöèè èìàò åäíà è ñúùà ñòàöèîíàðíà
òî÷êà, è òîâà å òî÷êàòà (x0, y0) = (0, 0). Çà ïúðâèòå äâå îò òÿõ ∆ = 4 > 0,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å òåçè ôóíêöèè èìàò ñòðîã ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷-
êà. Îáà÷å â ïîäòî÷êà à) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî f ′′xx(0, 0) = 2 > 0, è çàòîâà f
èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà è òîçè ìèíèìóì å fmin(x, y) = f(0, 0) =
0, à â ïîäòî÷êà á) � íåðàâåíñòâîòî f ′′xx(0, 0) = −2 < 0, è çàòîâà f èìà
ëîêàëåí ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò fmax(x, y) = f(0, 0) = 0. Çà òðåòàòà ôóíê-
öèÿ ∆ = −4 < 0, ïîðàäè êîåòî ôóíêöèÿòà â ïîäòî÷êà â) íÿìà ëîêàëíåí
åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà. �
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Âòîðèÿò ïðèìåð ñå îòíàñÿ çà ôóíêöèè, êîèòî èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî
(4.3.4). Íÿêîè îò òÿõ èìàò ëîêàëåí åêñòðåìóì, äðóãè � íå. Íÿêîè îò åêñò-
ðåìóìèòå ñà ñòðîãè, äðóãè � íå.

Ïðèìåð 4.3.2 Òóê ñà ðàçãëåäàíè íÿêîëêî ôóíêöèè, äåôèíèðàíè è äèôå-
ðåíöèðóåìè â öÿëàòà ðàâíèíà R2 è óäîâëåòâîðÿâàùè ðàâåíñòâîòî (4.3.4),
ò.å. â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè èçðàçúò ∆ = 0, à èìåííî:

à) f(x, y) = y4 + x2,

á) f(x, y) = −y4 − x2,

â) f(x, y) = y3 + x2,

ã) f(x, y) = xy3,

ä) f(x, y) = (x+ y)2,

å) f(x, y) = −(x+ y)2.

Íàèñòèíà, åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà ôóíêöèèòå à) � â) å òî÷êàòà
(x0, y0) = (0, 0) è îñâåí òîâà â òàçè òî÷êà ∆ = 0 çà âñÿêà îò ôóíêöè-
èòå. Ïðè òîâà ôóíêöèèòå îò ïîäòî÷êà à) è á) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
f(x, y)− f(0, 0) = y4 + x2 > 0, ñúîòâåòíî f(x, y)− f(0, 0) = −y4 − x2 < 0,
äàæå çà âñÿêî (x, y) ̸= (0, 0), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å â ïîäòî÷êà à) ôóíêöèÿòà
èìà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì, ðàâåí íà fmin(x, y) = f(0, 0) = 0, à â ïîäòî÷êà
á) � ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò fmax(x, y) = f(0, 0) = 0. Â ïîä-
òî÷êà â) å èçïúëíåíî f(x, y) − f(0, 0) = y3 + x2, êîåòî å ïîëîæèòåëíî ïî
ïîëîæèòåëíàòà îðäèíàòíà îñ è îòðèöàòåëíî ïî îòðèöàòåëíàòà îðäèíàòíà
îñ, è ñëåäîâàòåëíî è â òîçè ñëó÷àé ôóíêöèÿòà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Çà ðàçëèêà îò òîâà, ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà
ã) ñà âñè÷êè òî÷êè îò ïðàâàòà y = 0, ò. å. òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (x0, 0)
çà x0 ∈ R, è â òÿõ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî ∆ = 0. Çà äà èçñëåäâàìå
ôóíêöèÿòà çà åêñòðåìóì, ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ðàçëèêè

f(x0, y)− f(x0, 0) = x0y
3 çà x0 ̸= 0 è f(x, y)− f(0, 0) = xy3 çà x0 = 0.

Ïîñëåäíèòå î÷åâèäíî íÿìàò ïîñòîÿíåí çíàê â íèêàêâà îêîëíîñò íà ñòà-
öèîíàðíàòà òî÷êà (x0, 0) è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà ã) íÿìà
ëîêàëåí åêñòðåìóì.
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Ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè íà ôóíêöèèòå ä) è å) ñà âñè÷êè òî÷êè îò ïðàâàòà
x+y = 0, è îñâåí òîâà ∆ = 0 çà âñÿêà îò äâåòå ôóíêöèè. Îáà÷å çà ôóíêöè-
ÿòà ä) å âàëèäíî íåñòðîãîòî íåðàâåíñòâî f(x, y)−f(x0,−x0) = (x+y)2 ≥ 0,
à çà å) � íåðàâåíñòâîòî f(x, y)− f(x0,−x0) = −(x+ y)2 ≤ 0. Òúé êàòî è â
äâàòà ñëó÷àÿ ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà íå ñàìî â êîíêðåòíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà
(x0,−x0), à è âúâ âñè÷êè îñòàíàëè òî÷êè îò âúïðîñíàòà ïðàâà, òî ôóíêöè-
ÿòà f(x, y) = (x+ y)2 èìà íåñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì, à f(x, y) = −(x+ y)2

� ëîêàëåí ìàêñèìóì (íåñòðîã), è äâàòà ñúñ ñòîéíîñò íóëà. �

Èçïîëçâàéêè àíàëîãèÿòà, ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì çàäà÷àòà çà òúð-
ñåíå íà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà
ôóíêöèÿ íà ïîâå÷å îò äâå ïðîìåíëèâè, îáîáùàâàéêè óñëîâèÿòà â Òåîðå-
ìà 4.3.1. È òàêà, íåêà òî÷êàòà x0 ∈ Rm (m ≥ 2), îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
U = Ux0 ⊂ Rm å íåéíà îêîëíîñò è ôóíêöèÿòà f : U −→ R å äåôèíèðàíà
è ïîíå äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â U , à òî÷êàòà x0 å ñòà-
öèîíàðíà òî÷êà çà f . Â òîçè ñëó÷àé, èçñëåäâàíèÿòà îòíîâî ñå ñâåæäàò äî
èçïîëçâàíå íà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð (4.1.3) ñ n = 1:

f(x)− f(x0) =
m∑
k=1

f ′xk(x
0)(xk − x0k) +

1

2!

m∑
i=1

m∑
j=1

f ′′xixj(ξ)(xi − x0i )(xj − x0j)

(ξ := x0 + ϑ(x− x0), ϑ = ϑ(x) ∈ (0, 1)),

îò÷èòàéêè ôàêòà, ÷å ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè èìàò ñòîéíîñò íóëà â ñòà-
öèîíàðíèòå òî÷êè, ò. å.

f(x)− f(x0) =
1

2!

m∑
i=1

m∑
j=1

f ′′xixj(ξ)(xi − x0i )(xj − x0j). (4.3.8)

Çà óëåñíÿâàíå íà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå å ïðèïîìíåíà ñëåäíàòà
âàæíà äåôèíèöèÿ çà äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà.

Äåôèíèöèÿ 4.3.1 Êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà A

A(x) = A(x1, . . . , xm) =
m∑
i=1

m∑
j=1

aijxixj, (4.3.9)

ñå íàðè÷à ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà (ñúîòâ. îòðèöàòåëíî äåôèíèòíà),
àêî çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm e èçïúëíåíî A(x) > 0
(ñúîòâ. A(x) < 0) è çíàêîïðîìåíëèâà, àêî ñúùåñòâóâàò âåêòîðè x, y ∈
Rm, òàêà ÷å A(x) > 0, íî A(y) < 0.
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Èìàéêè ïðåäâèä åêâèâàëåíòíèÿ çàïèñ (4.1.14), äàäåí ïî-äîëó â ñòàöèî-
íàðíàòà òî÷êà x0

f(x)− f(x0) =
1

2!
d2f(ξ),

çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî äåôèíèòíîñò íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà íà âòîðèÿ
äèôåðåíöèàë íà ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ, êàòî ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà
íà âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñòîéíîñòèòå
èì â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà.

Ïî-äîëó å ôîðìóëèðàíà òåîðåìàòà, äàâàùà äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñú-
ùåñòâóâàíå íà ñòðîã ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà äâå è ïîâå÷å ïðî-
ìåíëèâè.

Òåîðåìà 4.3.2 (Äîñòàòú÷íî óñëîâèå) Íåêà ôóíêöèÿòà f : U −→∈ R
ïðèòåæàâà íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè f ′′xixj (i, j = 1÷m) îò âòî-

ðè ðåä â îêîëíîñòòà U íà òî÷êàòà x0 = (x01, . . . , x
0
m) è òàçè òî÷êà å

ñòàöèîíàðíà çà f , ò.å.

f ′xi(x
0) = f ′xi(x

0
1, . . . , x

0
m) = 0 (i = 1÷m). (4.3.10)

Òîãàâà, àêî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà

A(dx1, . . . , dxm) =
m∑
i=1

m∑
j=1

f ′′xixj(x
0)dxidxj, (4.3.11)

ò.å. âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0, å ïîëîæèòåë-
íî äåôèíèòíà (îòðèöàòåëíî äåôèíèòíà) êâàäðàòè÷íà ôîðìà, òî òî÷êà-
òà x0 å òî÷êà íà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì (ñúîòâåòíî òî÷êà íà ñòðîã
ëîêàëåí ìàêñèìóì) çà ôóíêöèÿòà f . Àêî êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà (4.3.11)
å íåäåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, òî ôóíêöèÿòà f íÿìà ëîêàëåí åêñ-
òðåìóì â òî÷êàòà x0. Íàé-ñåòíå, àêî èçðàçúò (4.3.11) å ðàâåí íà íóëà,
òî ìîæå äà ñå ñëó÷è êàêòî f äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0,
òàêà è äà íÿìà òàêúâ.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîòî èçïîëçâàíå íà òàçè òåîðåìà âúçíèêâà âúïðîñúò çà
óñòàíîâÿâàíå íà äåôèíèòíîñòòà íà äàäåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Çà òàçè öåë
ìîæå äà ïîñëóæè íàïðèìåð êðèòåðèÿò íà Ñèëâåñòúð, èçó÷àâàí â êóðñà ïî
àëãåáðà. Òîé ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî.
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Òåîðåìà 4.3.3 (Êðèòåðèé íà Ñèëâåñòúð) Êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà A, äå-
ôèíèðàíà ñ (4.3.9), â êîÿòî aij = aji çà i, j = 1 ÷ m, å ïîëîæèòåëíî
äåôèíèòíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∆1 = a11 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . , ∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1m
a11 a12 . . . a1m
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

è îòðèöàòåëíî äåôèíèòíà (⇔ −A(x) e ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà), òîãà-
âà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , ò.å. (−1)k∆k > 0 (k = 1÷m).

Ñåãà ïî-âíèìàòåëåí ïðî÷èò íà òåîðåìèòå, äàâàùè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà
ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ïîêàçâà, ÷å Òåîðåìà 4.3.1 ìîæå äà ñå
ðàçãëåæäà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 4.3.3, ïîëó÷åí îò íåÿ çà m = 2.

Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð å ðàçãëåäàí ñ öåë äà ñå ðàçÿñíè ïî-äîáðå ñìèñú-
ëúò íà òîêó-ùî ôîðìóëèðàíàòà òåîðåìà, êàêòî è äà ñå îñìèñëè íåéíîòî
èçïîëçâàíå.

Ïðèìåð 4.3.3 Òóê ñà ðàçãëåäàíè òðè ôóíêöèè, êîèòî ñà äåôèíèðàíè è
ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä â öÿ-
ëîòî ïðîñòðàíñòâî R3, à èìåííî:

à) u = x2 + y2 + z2 − 2x− 4y + 6z,

á) u = −x2 − y2 − z2 + 2x+ 4y − 6z,

â) u = x2 + y2 − z2 − 2x− 4y − 6z,

è ñà èçñëåäâàíè çà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà íà âñÿêà åäíà îò òðèòå ôóíêöèè å òî÷êàòà
M0(1, 2,−3). Çà äà ñå èçñëåäâà çíàêúò íà âòîðèÿ äèôåðåíöèàë â òàçè òî÷êà,
ñå èçèñêâà äà ñå ïðåñìåòíàò èçðàçèòå

∆1(M0) = u′′xx(M0), ∆2(M0) =

∣∣∣∣ u′′xx(M0) u′′xy(M0)
u′′yx(M0) u′′yy(M0)

∣∣∣∣ ,
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∆3(M0) =

∣∣∣∣∣∣
u′′xx(M0) u′′xy(M0) u′′xz(M0)
u′′yx(M0) u′′yy(M0) u′′yz(M0)
u′′zx(M0) u′′zy(M0) u′′zz(M0)

∣∣∣∣∣∣ ,
è äà ñå îïðåäåëÿò òåõíèòå çíàöè.

Òúé êàòî çà ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà à) å èçïúëíåíî

∆1(M0) = 2 > 0, ∆2(M0) = 4 > 0, ∆3(M0) = 8 > 0,

òî, ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Ñèëâåñòúð, âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà òàçè ôóíê-
öèÿ å ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà â òî÷êàòà M0(1, 2,−3),
è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì âM0 ñúñ ñòîéíîñò umin =
u(M0) = u(1, 2,−3) = −14.

Çà ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà á) èìàìå

∆1(M0) = −2 < 0, ∆2(M0) = 4 > 0, ∆3(M0) = −8 < 0,

êîåòî ïîêàçâà, îòðèöàòåëíà äåôèíèòíîñò íà êâàäðàòè÷íàòà ôîðìà íà âòî-
ðèÿ äèôåðåíöèàë, è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì âM0,
÷èÿòî ñòîéíîñò å umax = u(M0) = u(1, 2,−3) = 14.

Çà ôóíêöèÿòà îò ïîäòî÷êà â) ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

∆1(M0) = 2 > 0, ∆2(M0) = 4 > 0, ∆3(M0) = −8 < 0,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íå å äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîð-
ìà. Íàèñòèíà, çà ïîëîæèòåëíà äåôèíèòíîñò ñå èçèñêâà

∆1(M0) > 0, ∆2(M0) > 0, ∆3(M0) > 0,

à çà îòðèöàòåëíà äåôèíèòíîñò

∆1(M0) < 0, ∆2(M0) > 0, ∆3(M0) < 0,

à êàêòî ñå âèæäà, òåçè óñëîâèÿ íå ñà èçïúëíåíè. Ñëåäîâàòåëíî âúïðîñíàòà
ôóíêöèÿ íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà M0 â ñëó÷àÿ å
ñåäëîâèííà çà u. �

4.4 Óñëîâíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿ

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Â çàäà÷àòà çà òúðñåíå íà ìàêñèìàëíà è ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà ôóíê-
öèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè â îáëàñò D ⊂ Rm, ðàçãëåäàíà â ïàðàãðàôè 4.2
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è 4.3, îñòàíà îòêðèò ïðîáëåìúò çà íàìèðàíå íà åêñòðåìàëíèòå ñòîéíîñòè
íà ôóíêöèÿòà âúðõó ãðàíèöàòà ∂D íà îáëàñòòà D. Àêî íàïðèìåð D å êúë-
áî, òî âúçíèêâà âúïðîñúò çà òúðñåíå íà åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà âúðõó
îãðàíè÷àâàùàòà ãî ñôåðà. Íà òàêèâà çàäà÷è å ïîñâåòåí íàñòîÿùèÿò ïàðàã-
ðàô.

Íåêà D ⊂ Rm è ôóíêöèèòå f, φn : D → R (n = 1, 2, . . . , k) ñà äåôè-
íèðàíè è äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè â D. Äà îçíà÷èì ñ E
ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ D, â êîèòî äàäåíèòå ôóíêöèè
φn ñå àíóëèðàò, ò.å.

E = {x| φn(x) = 0, n = 1, 2, . . . , k, x ∈ D}.

Äåôèíèöèÿ 4.4.1 Óðàâíåíèÿòà

φn(x) = 0 (n = 1, 2, . . . , k) (4.4.1)

ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ íà âðúçêèòå.

Äåôèíèöèÿ 4.4.2 Òî÷êàòà x0 ∈ D ñå íàðè÷à òî÷êà íà óñëîâåí åêñòðå-
ìóì íà ôóíêöèÿòà f ïðè óñëîâèå, ÷å ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå
(4.4.1), àêî òÿ å òî÷êà íà îáè÷àåí (ëîêàëåí) åêñòðåìóì íà òàçè ôóíêöèÿ,
ðàçãëåæäàíà ñàìî âúðõó ìíîæåñòâîòî E, â êîåòî ñà èçïúëíåíè äàäåíèòå
óñëîâèÿ. Ñ äðóãè äóìè, ñòîéíîñòòà f(x0) ñå ñðàâíÿâà íå ñ âñè÷êè ñòîé-
íîñòè â îêîëíîñò íà x0, à ñàìî ñ òåçè îò ìíîæåñòâîòî E.

Êàêòî ñå âèæäà, òàçè äåôèíèöèÿ ñå ðàçëè÷àâà îò äàäåíàòà â ïàðàãðàô
4.2 äåôèíèöèÿ íà (áåçóñëîâåí) ëîêàëåí ìàêñèìóì ïî òîâà, ÷å ñå ðàçãëåæäàò
ñàìî ñòîéíîñòèòå íà f(x) âúðõó ìíîæåñòâîòî E.

Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà óñëîâåí åêñòðåìóì å ñâúðçàíà ñ èçðàçÿâà-
íå íà ÷àñò îò ïðîìåíëèâèòå ÷ðåç îñòàíàëèòå, íàïð. xm−k+1, . . . , xm ÷ðåç
x1, . . . , xm−k è çàìåñòâàíå âúâ ôóíêöèÿòà f . Îáà÷å, ðàçðåøèìîñòòà â ÿâåí
âèä ìîæå äà ñå îêàæå äîñòàòú÷íî çàòðóäíÿâàùà èëè äàæå íåâúçìîæíà.
Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà e ïðèâåäåí äðóã íà÷èí íà îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå íà
óñëîâåí åêñòðåìóì, ñâúðçàí ñ äîïúëíèòåëíî âúâåäåíà ôóíêöèÿ.

Èìåííî, çà äà ñå èçñëåäâà çà åêñòðåìóì ôóíêöèÿòà y = f(x1, x2, . . . , xm)
ïðè îãðàíè÷åíèÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x1, x2, . . . , xm) = 0,
φ2(x1, x2, . . . , xm) = 0,

. . . . . . . . .
φk(x1, x2, . . . , xm) = 0,
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ñå êîíñòðóèðà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ

L(x1, x2, . . . , xm;λ1, λ2, . . . , λk) = f(x1, x2, . . . , xm)+
k∑

n=1

λnφn(x1, x2, . . . , xm),

êúäåòî ïàðàìåòðèòå λn , n = 1, 2, . . . , k ñå íàðè÷àò ìíîæèòåëè íà Ëàã-
ðàíæ. Çà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ñå ðåøàâà çàäà÷àòà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì,
êàòî ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà ðåøåíèÿ íà ñëåäíàòà ñèñòåìà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂L(x1, x2, . . . , xm;λ1, λ2, . . . , λk)

∂x1
= 0,

∂L(x1, x2, . . . , xm;λ1, λ2, . . . , λk)

∂x2
= 0,

. . . . . . . . .
∂L(x1, x2, . . . , xm;λ1, λ2, . . . , λk)

∂xm
= 0,

φ1(x1, x2, . . . , xm) = 0,
φ2(x1, x2, . . . , xm) = 0,

. . . . . . . . .
φk(x1, x2, . . . , xm) = 0,
λn ̸= 0 , n = 1, 2, . . . , k.

Âèäúò íà åêñòðåìóìà ñå îïðåäåëÿ îò çíàêà íà âòîðèÿ äèôåðåíöèàë â ñú-
îòâåòíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà. Ïî-íàäîëó å äàäåíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
ñúùåñòâóâàíå íà óñëîâåí åêñòðåìóì.

Òåîðåìà 4.4.1 (ÄÓ çà óñëîâåí åêñòðåìóì) Íåêà D ⊂ Rm è ôóíêöè-
èòå f, φn : D → R (n = 1, 2, . . . , k) ñà äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåí-
öèðóåìè â D. Àêî òî÷êàòà x0 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå è
å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ, è àêî âòîðèÿò äèôå-
ðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ â òàçè òî÷êà å ïîëîæèòåëíî (îòðè-
öàòåëíî) äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà ïðîìåíëèâèòå dx1, . . . , dxm,
ïðè óñëîâèå, ÷å òå óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ:

∂φn
∂x1

dx1 + · · ·+ ∂φn
∂xm

dxm = 0, n = 1, . . . k,

òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ñòðîã óñëîâåí ìèíèìóì (ìàêñèìóì) çà äàäå-
íàòà ôóíêöèÿ, îòíîñíî óðàâíåíèÿòà íà âðúçêèòå.
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Ïðè òîâà ñëåäâà äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å àêî âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ ñå îêàæå ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåí è
áåç îò÷èòàíå íà óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå â ðàçãëåæäàíàòà òî÷êà, òî òîé ùå
áúäå òàêúâ, ðàçáèðà ñå, è ïðè èçïúëíåíèåòî èì.

Êàòî ïðèìåð å ðàçãëåäàíà åäíà åëåìåíòàðíà ãåîìåòðè÷íà çàäà÷à: èç-
ìåæäó âñè÷êè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè ñ äàäåíà ñóìà íà êàòåòèòå äà ñå
íàìåðè òîçè ñ íàé-ìàëêàòà õèïîòåíóçà. Àêî îçíà÷èì ñ x è y êàòåòèòå íà
òðèúãúëíèêà, ñòèãàìå äî ñëåäíàòà ôîðìóëèðîâêà.

Ïðèìåð 4.4.1 Àêî ìíîæåñòâîòî E ⊂ R2 å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè
òî÷êè (x, y) ∈ R2, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà x > 0, y > 0, x + y = s,
ò.å.

E = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, x+ y = s},

äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2

âúðõó ìíîæåñòâîòî E.

Ðàçáèðà ñå, çàäà÷àòà ñå ðåøàâà åëåìåíòàðíî, êàòî ñå èçðàçè y ÷ðåç x è
ñëåä òîâà ñå íàìåðè ìèíèìóìúò íà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåí-
ëèâà. Íèå îáà÷å èçïîëçâàìå çàäà÷àòà çà èëþñòðèðàíå íà ðàçâèòèòå ïî-ãîðå
ìåòîäè. È òàêà, ñúñòàâÿìå ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ

L(x, y;λ) = f(x, y) + λ(x+ y = s) = x2 + y2 + λ(s− x− y)

è òúðñèì íåéíèòå ëîêàëíè åêñòðåìóìè êàòî ôóíêöèÿ íà x è y (à λ å ïà-
ðàìåòúð). Òúé êàòî L′′

xx = L′′
yy = 2 è L′′

xy = L′′
yx = 0, òî â ñòàöèîíàðíàòà

òî÷êà (x0, y0) = (s/2, s/2) ôóíêöèÿòà L èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â ñòàöèî-
íàðíàòà òî÷êà, è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f èìà óñëîâåí ìèíèìóì òàì è
òîçè ìèíèìóì å fmin = f(x0, y0) = f(s/2, s/2) = s2/2. �
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ᵅ

S

Ôèãóðà 4.4.1 Ôèãóðà 4.4.2

Ãåîìåòðè÷åñêè òîâà îçíà÷àâà, ÷å òî÷êàòà îò ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2,
êîÿòî ñå íàìèðà â ðàâíèíàòà x + y = s è ëåæè íàä òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè
(s/2, s/2), å íàé-íèñêî ðàçïîëîæåíàòà òî÷êà íà ïàðàáîëîèäà, ëåæàùà â
òàçè ðàâíèíà. Òîçè ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å òî÷êèòå, â êîèòî äàäåíà ôóíêöèÿ
äîñòèãà óñëîâåí åêñòðåìóì, â îáùèÿ ñëó÷àé íå ñà òî÷êè íà åêñòðåìóì íà
äàäåíàòà ôóíêöèÿ.

4.5 Àáñîëþòíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿ

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Â ìíîãî ñëó÷àè å âàæíî äà ñå íàìåðÿò íàé-ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà
ñòîéíîñò íà äàäåíà ôóíêöèÿ âúðõó öÿëîòî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, ò.å.
àáñîëþòíèÿò (ãëîáàëíèÿò) ìèíèìóì è ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿòà. Äà ïðåä-
ïîëîæèì, ÷å äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî D ⊂ Rm íà ôóíêöèÿòà f(x) å
êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â Rm. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ (Òåîðå-
ìà 2.4.1), f(x) äîñòèãà íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò â íÿêàêâè
òî÷êè íà D. Òîãàâà ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå äâå àëòåðíàòèâíè âúçìîæíîñòè:
àáñîëþòíèÿò ìàêñèìóì ìîæå äà ñå äîñòèãíå âúâ âúòðåøíà èëè êîíòóðíà
òî÷êà íà D. Àêî ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà, òî òîé å è
ëîêàëåí, è íèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ðàçâèòàòà äîòóê òåîðèÿ. Ðàçáèðà ñå,
âñè÷êî êàçàíî òóê ñå îòíàñÿ è çà àáñîëþòíèÿ ìèíèìóì. Àêî åêñòðåìóìúò å
â òî÷êà îò êîíòóðà ∂D íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, òî òîé å óñëîâåí åêñòðå-
ìóì, è ìîæå äà áúäå íàìåðåí ïî àëãîðèòúìà, îïèñàí â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô.
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Òàêà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà àáñîëþòíèòå åêñòðåìóìè ñå ñâåæäà äî íà-
ìèðàíåòî íà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè â ìíîæåñòâîòî è ëîêàëíèòå åêñòåìóìè,
óñëîâíèòå åêñòðåìóìè ïî êîíòóðà (èëè ñúñòàâíèòå ìó ÷àñòè) è ñðàâíÿâà-
íåòî íà òåçè ñòîéíîñòè. Íàé-ãîëÿìàòà îò òÿõ å àáñîëþòåí ìàêñèìóì, à íàé-
ìàëêàòà å àáñîëþòåí ìèíèìóì. Ïî-äîëó, çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà å ðàçãëåäàí
ñëåäíèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.5.1 Àêî E ⊂ R2 å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òî÷êè (x, y), óäîâ-
ëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà x ≥ −1, y ≥ −1 è x+ y ≤ 1, ò.å.

E = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ −1, y ≥ −1, x+ y ≤ 1},

äà ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà
f(x, y) = x2 + y2 âúðõó ìíîæåñòâîòî E.

Çàïî÷âàìå ñ ëîêàëíèòå åêñòåìóìè íà äàäåíàòà ôóíêöèÿ, ÷èÿòî åäèíñòâåíà
ñòàöèîíàðíà òî÷êà å (0, 0), è òÿ ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî E. Â òàçè òî÷-
êà ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì è òîçè ìèíèìóì å fmin = f(0, 0) = 0.
Ïî êîíòóðà ñå òúðñÿò íÿêîëêî óñëîâíè åêñòðåìóìè � ïî âñÿêà åäíà îò ñòðà-
íèòå íà òðèúãúëíèêà. Òàêà íàïðèìåð, îò ðåøåíèåòî íà Ïðèìåð 4.4.1 ìîæå
äà ñå çàêëþ÷è, ÷å f èìà óñëîâåí ìèíèìóì, àêî x + y = 1, è òîçè ìèíè-
ìóì èìà ñòîéíîñò f(1/2, 1/2) = 1/2. Àêî x = −1 (ñúîòâåòíî y = −1),
ôóíêöèÿòà îòíîâî èìà óñëîâíè ìèíèìóìè è òå ñà ñúîòâåòíî â òî÷êèòå
(−1, 0) è (0,−1), ñúñ ñòîéíîñò f(−1, 0) = f(0,−1) = 1. Íàé-íàêðàÿ â òî÷-
êèòå (−1,−1), (−1, 2), (2,−1), êîèòî ñà âúðõîâå íà òðèúãúëíèêà è ïîðà-
äè òîâà ñúùî ñà êîíòóðíè òî÷êè, ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà ñà ñúîòâåòíî
f(−1,−1) = 2, f(−1, 2) = f(2,−1) = 5. Çà ïðåñìÿòàíå íà àáñîëþòíèòå
åêñòðåìóìè òðÿáâà äà ñå ñðàâíÿò ÷èñëàòà f(0, 0) = 0, f(1/2, 1/2) = 1/2,
f(−1, 0) = f(0,−1) = 1, f(−1,−1) = 2 è f(−1, 2) = f(2,−1) = 5, îòêúäå-
òî ñå âèæäà, ÷å àáñîëþòíèÿò ìèíèìóì â ìíîæåñòâîòî ñúâïàäà ñ ëîêàëíèÿ
ìèíèìóì, à àáñîëþòíèÿò ìàêñèìóì � ñúñ ñòîéíîñòèòå â êîíòóðíèòå òî÷êè
(−1, 2) è (2,−1) íà ìíîæåñòâîòî E, ò. å.
max
(x,y)∈E

f(x, y) = f(−1, 2) = f(2,−1) = 5 è min
(x,y)∈E

f(x, y) = f(0, 0) = 0. �

Â íÿêîè ñëó÷àè ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðîâåäåíè è çà
íåêîìïàêòíè îáëàñòè. Òàêà íàïðèìåð, àêî f(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â
Rm, çà êîÿòî lim

||x||→∞
f(x) = ∞, òî f(x) äîñòèãà ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñò

â íÿêîÿ òî÷êà. Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ ñ ãîð-
íîòî ñâîéñòâî, è èìà ñàìî åäíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà, òîãàâà f(x) äîñòèãà
àáñîëþòíèÿ ñè ìèíèìóì â íåÿ.
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4.6 Åêñòðåìóìè íà íåÿâíà ôóíêöèÿ

Íåêà x0 ∈ Rm (m = 1, 2, . . . ), M0(x
0, y0) å òî÷êà â Rm+1 è íåêà F å

ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â íåéíà îêîëíîñò UM0
⊂ Rm+1, ò.å F : UM0

−→ R,
êàòî ïðè òîâà F (x0, y0) = 0, â UM0

ñúùåñòâóâàò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
íà F , F ′

y ̸= 0 â M0 è F ′
y å íåïðåêúñíàòà òàì. Òîãàâà óðàâíåíèåòî

F (x, y) = 0, (4.6.1)

äåôèíèðà íåÿâíà ôóíêöèÿ f â íÿêàêâà îêîëíîñò U = Ux0 ⊂ Rm íà òî÷êàòà
x0, ò.å

f : U −→ R (f(x0) = y0). (4.6.2)

Âúçìîæíî å òàçè ôóíêöèÿ äà èìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè è òîãàâà ñå ïîñ-
òàâÿ çàäà÷àòà çà òÿõíîòî íàìèðàíå, êîÿòî â ñëó÷àé íà äâà ïúòè íåïðåêúñ-
íàòà äèôåðåíöèðóåìîñò íà F â òî÷êàòà (x0, y0) ñå îñúùåñòâÿâà ïî àëãîðè-
òúìà, îïèñàí â ïàðàãðàôè 4.2. è 4.3.

Íåêà ñåãà F : UM0
−→ R å äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â

òî÷êàòà M0 = (x0, y0) è íåêà f å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ (4.6.2), äåôèíèðàíà îò
óðàâíåíèåòî (4.6.1). Â ñëó÷àé, ÷å m = 1, íåÿâíàòà ôóíêöèÿòà f å ôóíêöèÿ
íà åäíà ïðîìåíëèâà è ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (3.7.8) (F ′

x(x0, y0) = 0 ⇔ f ′(x0)),
ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñå íàìèðàò êàòî ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣

F ′
x(x, y) = 0,
F (x, y) = 0,
F ′
y(x, y) ̸= 0.

(4.6.3)

Åâåíòóàëíîòî ñúùåñòâóâàíå íà åêñòðåìóìà ìîæå äà ñå óñòàíîâè íàïðèìåð
îò çíàêà íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà f ′′(x0), è òúé êàòî ñúãëàñíî ôîðìóëàòà
(3.7.11) ÷èñëèòåëÿò íà f ′′ ñå ðåäóöèðà äî F ′′

xx(x0, y0) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè
íà f , òî

f ′′(x0) = − F ′′
xx(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

· (4.6.4)

Çà ïî-ïúëíî óñâîÿâàíå íà îïèñàíèÿ ìåòîä å ðàçãëåäàí ñëåäíèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.6.1 Óðàâíåíèåòî

(x2 + y2)2 = 2(x2 − y2)

çàäàâà ÷åòèðè íåÿâíè ôóíêöèè y = fk(x) (k = 1 ÷ 4), ñïîðåä òîâà â
êîé êâàäðàíò ñå íàìèðà òî÷êàòà, â ÷èÿòî îêîëíîñò ñå òúðñè íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ, è òóê ñà íàìåðåíè òåõíèòå ëîêàëíè åêñòðåìóìè.
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Àêî îçíà÷èì
F (x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2),

òî óðàâíåíèåòî F (x, y) = 0 áè ìîãëî äà çàäàâà åäèíñòâåíà íåÿâíà ôóíêöèÿ
â îêîëíîñòòà íà íÿêîÿ òî÷êà, ñàìî àêî F ′

y(x, y) = 4y(x2 + y2 +1) ̸= 0 â íåÿ,
êîåòî äàâà y ̸= 0. Ñèñòåìàòà (4.6.3) çà íàìèðàíå íà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè
çà òàçè ôóíêöèÿ èìà âèäà∣∣∣∣∣∣

4x(x2 + y2 − 1) = 0
(x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0
4y ̸= 0,

è òúé êàòî x = 0 íå å ðåøåíèå (çàùîòî òîãàâà è y = 0), ñèñòåìàòà å
åêâèâàëåíòíà íà∣∣∣∣ x2 + y2 = 1

(x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0
⇔
∣∣∣∣ x2 + y2 = 1
1− 2(2x2 − 1) = 0

⇔
∣∣∣∣ 4x2 = 3
4y2 = 1,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâàò ÷åòèðèòå òî÷êè Mk(xk, yk)

M1 =

(√
3

2
,
1

2

)
,M2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
,M3 =

(
−
√
3

2
,
−1

2

)
,M4 =

(√
3

2
,
−1

2

)
,

è íåêà y = fk(x) å íåÿâíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
Mk (k = 1÷ 4). Òúé êàòî F ′′

xx(x, y) = 4(3x2 + y2 − 1) > 0 çà òî÷êèòå Mk, òî
çíàêúò íà (4.6.4) ñå îïðåäåëÿ îò çíàêà íà ñòîéíîñòòà íà F ′

y(Mk) = 8yk, êîéòî
çàâèñè îò çíàêà íà yk. È òàêà, ñúãëàñíî (4.6.4), èçâúðøâàéêè ïðåñìÿòàíèÿòà
ñ êîîðäèíàòèòå íàM1,2, ïîëó÷àâàìå f ′′1 (x1) < 0, f ′′2 (x2) < 0, è ñëåäîâàòåëíî
f1,2 èìàò ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò 1/2 â ñúîòâåòíàòà òî÷êà, äîêàòî â òî÷êèòå
M3,4 å â ñèëà f ′′3 (x3) > 0, f ′′4 (x4) > 0, è ñëåäîâàòåëíî f3,4 èìàò ìèíèìóì â
ñúîòâåòíàòà òî÷êà è òîé å ðàâåí íà −1/2, ò.å.

f1max = f1(x1) = f2max = f2(x2) =
1

2
, f3min = f3(x3) = f4min = f4(x4) = − 1

2
·

Òî÷êàòà (0, 0) å îñîáåíà òî÷êà, çàùîòî F ′
y(0, 0) = 0, ïî-êîíêðåòíî òÿ å òî÷êà

Ôèãóðà 4.6.1: Ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè
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íà ñàìîïðåñè÷àíå çà ëåìíèñêàòàòà íà Áåðíóëè, ÷èåòî óðàâíåíèå å äàäåíîòî
â òîçè ïðèìåð.

Â èíòåðåñ íà èñòèíàòà, áðîÿò íà íåÿâíèòå ôóíêöèè ìîæå äà ñå ðåäóöèðà
äî äâå, îáåäèíÿâàéêè f1 ñ f2 è f3 ñ f4.

Â ñëó÷àé, ÷åm > 1, íåÿâíàòà ôóíêöèÿòà f å ôóíêöèÿ íà ïîâå÷å îò åäíà
ïðîìåíëèâà (òúé êàòî x = (x1, . . . , xm)), è ñúãëàñíî ôîðìóëàòà (3.7.10)
(F ′

xk
(x0, y0) = 0 ⇔ f ′xk(x0)), ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñå íàìèðàò êàòî ðåøåíèÿ

íà ñèñòåìàòà: ∣∣∣∣∣∣
F ′
xk
(x, y) = 0, k = 1÷m,

F (x, y) = 0,
F ′
y(x, y) ̸= 0.

(4.6.5)

Ïðåäâèä ôîðìóëèòå (3.7.12) è (3.7.13), ñòîéíîñòèòå íà âòîðèòå ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè f ′′xkxj(x) â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà:

f ′′xkxk(x
0) = −

F ′′
xkxk

(x0, y0)

F ′
y(x

0, y0)
, f ′′xkxj(x

0) = −
F ′′
xkxj

(x0, y0)

F ′
y(x

0, y0)
(k ̸= j), (4.6.6)

êîåòî ïîçâîëÿâà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà äà ñå äîâúðøè ïî àëãîðèòèìà îò
Ïàðàãðàôè 4.2 è 4.3.



Ãëàâà 5

Ìíîãîêðàòíè èíòåãðàëè

5.1 Ïîíÿòèå çà îáåì â Rm. Ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà

íóëà

Äà îçíà÷èì ñ Tk (k = 0, 1, 2, . . .) ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè çàòâîðåíè
êóáîâå îò âèäà

Qm = Qm, k =

{
x : x ∈ Rm,

li
10k

5 xi 5
li + 1

10k
; i = 1, 2, . . . ,m

}
, (5.1.1)

êúäåòî li ∈ Z. Çà óäîáñòâî â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå êóáîâåòå îò (5.1.1)
ñå îçíà÷àâàò ïðîñòî ñ Qm.

Äåôèíèöèÿ 5.1.1 Ñèñòåìàòà Tk ñå íàðè÷à ðàçäåëÿíå íà Rm îò ðàíã k,
à êóáîâåòå Qm � êóáîâå îò ðàíã k.

Â ÷àñòíîñò çàm = 1 ìíîæåñòâàòà Qm ñà èíòåðâàëè, à çàm = 2 � êâàäðàòè.
Ïî-íàòàòúê íèå íÿìà äà ñå èíòåðåñóâàìå îò åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé è çàòîâà
(çà äà íå óñëîæíÿâàìå äîïúëíèòåëíî èçëîæåíèåòî), ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å
m = 2, âúïðåêè ÷å âñè÷êî êàçàíî ïî-äîëó å âÿðíî è çà m = 1 (ñ òî÷íîñò äî
òåðìèíîëîãèÿ).

Äåôèíèöèÿ 5.1.2 ×èñëîòî
1

10km
ñå íàðè÷à m-ìåðåí îáåì íà êóáà Qm è

òóê çà íåãî å èçïîëçâàíî îçíà÷åíèåòî µ(Qm), ò.å.

µ(Qm) =
1

(10k)m
=

1

10km
, k = 0, 1, 2, . . . . (5.1.2)

103
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Äåôèíèöèÿ 5.1.3 Àêî E ⊂ Rm è E ïðåäñòàâëÿâà îáåäèíåíèå íà êðàéíî
èëè èçáðîèìî ìíîãî êóáîâå, Qm

j îò äàäåí ðàíã k (k = 1, 2, . . .), ò.å. E =
∪j Qm

j (êðàéíî èëè èçáðîèìî îáåäèíåíèå), òî µ(E) ñå äåôèíèðà êàòî

µ(E) =
∑
j

µ(Qm
j ). (5.1.3)

Íåêà G ⊂ Rm, G− îòâîðåíî. Äà îçíà÷èì ñúñ Sk = Sk(G), k = 0, 1, 2, . . .
ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà âñè÷êè m-ìåðíè êóáîâå, îò ðàíã k, èçöÿëî ëå-
æàùè â G. Òîãàâà

S0 ⊂ S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sk ⊂ Sk+1 ⊂ . . . (5.1.4)

è ñëåäîâàòåëíî

µ(S0) 5 µ(S1) 5 . . . 5 µ(Sk) 5 µ(Sk+1) 5 . . . (5.1.5)

è ïîðàäè òîâà ñúùåñòâóâà êðàéíàòà èëè áåçêðàéíàòà ãðàíèöà lim
k→∞

µ(Sk).

Äåôèíèöèÿ 5.1.4 Êðàéíàòà èëè áåçêðàéíàòà ãðàíèöà lim
k→∞

µ(Sk(G)) ñå

íàðè÷à m-ìåðíà ìÿðêà èëè m-ìåðåí îáåì íà ìíîæåñòâîòî G è ñå îçíà-
÷àâà ñ µ(G), ò.å.

µ(G) = lim
k→∞

µ(Sk(G)). (5.1.6)

Ïî ñèëàòà íà òàçè äåôèíèöèÿ, µ(G) > 0 çà âñÿêî îòâîðåíî íåïðàçíî ìíî-
æåñòâî G ⊂ Rm è µ(G) <∞, àêî G å è îãðàíè÷åíî.

Ïî-äîëó ñà äàäåíè íÿêîëêî åëåìåíòàðíè, íî âàæíè ñâîéñòâà íà òîêó-ùî
äåôèíèðàíàòà ìÿðêà, êîèòî ñà îñíîâíè çà âñÿêà ìÿðêà.

Ëåìà 5.1.1 (àäèòèâíîñò íà ìÿðêàòà) Íåêà G
′
, G

′′ ⊂ Rm ñà îòâîðåíè
ìíîæåñòâà è G

′ ∩G′′
= ∅. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

µ(G
′ ∪G′′

) = µ(G
′
) + µ(G

′′
). (5.1.7)
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà G = G
′ ∪ G

′′
è íåêà Sk = Sk(G), S

′

k = Sk(G
′
) è

S
′′

k = Sk(G
′′
). Òúé êàòî ìíîæåñòâàòà G

′
è G

′′
íå ñå ïðåñè÷àò, ñúùîòî ñå

îòíàñÿ è çà S
′

k è S
′′

k . Î÷åâèäíî å, ÷å Sk = S
′

k ∪ S
′′

k , ïîðàäè êîåòî ñúãëàñíî
(5.1.3) å èçïúëíåíî

µ(Sk) = µ(S
′

k ∪ S
′′

k) = µ(S
′

k) + µ(S
′′

k),

êîåòî ïîòâúðæäàâà âåðíîñòòà íà ðàâåíñòâîòî (5.1.7) ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä
ïðè k → ∞. �

Ïî-íàäîëó å ðàçãëåäàí îáùèÿò ñëó÷àé çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà, íåçà-
âèñèìî îò òîâà äàëè ñå ïðåñè÷àò èëè íå.

Ëåìà 5.1.2 (ïîëóàäèòèâíîñò íà ìÿðêàòà) Íåêà G
′
, G

′′ ⊂ Rm ñà îòâî-
ðåíè ìíîæåñòâà. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

µ(G
′ ∪G′′

) 5 µ(G
′
) + µ(G

′′
). (5.1.8)

Äîêàçàòåëñòâî. Âåðíîñòòà íà (5.1.8) àâòîìàòè÷íî ñëåäâà ñëåä èçâúðøâà-
íå íà ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåðàâåíñòâîòî

µ(S
′

k ∪ S
′′

k) 5 µ(S
′

k) + µ(S
′′

k),

ïðè k → ∞. �

Ëåìà 5.1.3 (ìîíîòîííîñò íà ìÿðêàòà) Aêo G
′
, G

′′ ⊂ Rm ñà îòâîðåíè
ìíîæåñòâà è G

′ ⊂ G
′′
, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

µ(G
′
) 5 µ(G

′′
). (5.1.9)

Äîêàçàòåëñòâî. Îò óñëîâèåòî G
′ ⊂ G

′′
âåäíàãà ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî k =

1, 2, . . . e èçïúëíåíî âêëþ÷âàíåòî

Sk(G
′
) ⊂ Sk(G

′′
).

Òîãàâà ïî ñèëàòà íà (5.1.3) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

µ(Sk(G
′
)) 5 µ(Sk(G

′′
)),

êîåòî ïðè k → ∞ âîäè äî èñòèííîñòòà íà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà. �
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GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

DDDDDDDD

Ôèãóðà 5.1.1: Sk ⊂ Sk+1 Ôèãóðà 5.1.2: S∗
k ⊃ S∗

k+1

Çà ïîñòðîÿâàíå íà òåîðèÿòà íà ìíîãîêðàòíèòå èíòåãðàëè ñå îêàçâà öåëå-
ñúîáðàçíî âúâåæäàíåòî íà ïîíÿòèåòî ãîðíà ìÿðêà íà ìíîæåñòâî. Çà öåëòà
íåêà D ⊂ Rm è äà îçíà÷èì ñúñ S∗

k = S∗
k(D), k = 0, 1, 2, . . ., ìíîæåñòâîòî îò

òî÷êèòå íà âñè÷êè m-ìåðíè êóáîâå ñ ðàíã k, âñåêè îò êîèòî ñå ïðåñè÷à ñ
D. Òîãàâà ñà âàëèäíè âêëþ÷âàíèÿòà:

S∗
0 ⊃ S∗

1 ⊃ S∗
2 ⊃ . . . S∗

k ⊃ . . . , (5.1.10)

îòêúäåòî
µ(S∗

0) = µ(S∗
1) = . . . = µ(S∗

k) = . . . . (5.1.11)

Àêî ìíîæåñòâîòîD å îãðàíè÷åíî, òî 0 5 µ(S∗
k) <∞ çà âñÿêî k = 0, 1, 2, . . .,

à àêî D å íåîãðàíè÷åíî, òî µ(S∗
k) = ∞. È â äâàòà ñëó÷àÿ ãðàíèöàòà

limµ(S∗
k(D)) ñúùåñòâóâà, ïðè òîâà â ïúðâèÿ ñëó÷àé òàçè ãðàíèöà å êðàéíà,

à âúâ âòîðèÿ � áåçêðàéíà.

Äåôèíèöèÿ 5.1.5 Ãðàíèöàòà lim
k→∞

µ(S∗
k(D)) ñå íàðè÷à ãîðíàm-ìåðíà ìÿð-

êà íà ìíîæåñòâîòî D (ïî-òî÷íî ãîðíà m-ìåðíà ìÿðêà íà Æîðäàí) è ñå
îçíà÷àâà ñ µ(D). Òàêà

µ(D) = lim
k→∞

µ(S∗
k). (5.1.12)

Ãîðíàòà ìÿðêà ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà ìîíîòîííîñò è ïîëóàäèòèâíîñò,
êîèòî ñà ôîðìóëèðàíè â ñëåäâàùèòå äâå ëåìè.
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Ëåìà 5.1.4 (ìîíîòîííîñò íà ãîðíàòà ìÿðêà) Aêo D
′ ⊂ D

′′ ⊂ Rm, òî
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

µ(D
′
) 5 µ(D

′′
). (5.1.13)

Äîêàçàòåëñòâî. Îò óñëîâèåòî D
′ ⊂ D

′′
âåäíàãà ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî k =

1, 2, . . . e èçïúëíåíî âêëþ÷âàíåòî

S∗
k(D

′
) ⊂ S∗

k(D
′′
).

Òîãàâà ïî ñèëàòà íà (5.1.3) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

µ(S∗
k(D

′
)) 5 µ(S∗

k(D
′′
)),

êîåòî ïðè k → ∞ âîäè äî èñòèííîñòòà íà òâúðäåíèåòî (5.1.13) íà äîêàçâà-
íàòà ëåìà. �

Ëåìà 5.1.5 (ïîëóàäèòèâíîñò íà ãîðíàòà ìÿðêà) Àêî Di ⊂ Rm çà i =
1÷ s è D = ∪si=1Di, òî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

µ(D) 5
s∑
i=1

µ(Di). (5.1.14)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà D = ∪si=1Di, òîãàâà S∗
k(D) = ∪si=1S

∗
k(Di) çà k =

0, 1, 2, . . . , îòêúäåòî ñúãëàñíî (5.1.3) ñëåäâà, ÷å

µ(S∗
k(D)) 5

s∑
i=1

µ(S∗
k(Di)).

Âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî (5.1.14) ñëåäâà îò ãîðíîòî ïðè k → ∞. �

Äåôèíèöèÿ 5.1.6 Àêî µ(D) = 0, òî ìíîæåñòâîòî D ñå íàðè÷à ìíî-
æåñòâî ñ ìÿðêà íóëà (ò.å. ñ Æîðäàíîâà ìÿðêà íóëà) è ñå çàïèñâà ïðîñòî
µ(D) = 0. Êàçâà ñå ñúùî, ÷å ìíîæåñòâîòî D èìà ìÿðêà íóëà. Ïðàçíîòî
ìíîæåñòâî ïî äåôèíèöèÿ èìà ìÿðêà íóëà, ò.å. µ(∅) = 0.
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5.2 Èçìåðèìè ìíîæåñòâà â Rm

Íåêà G ⊂ Rm å îãðàíè÷åíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî è [G] å íåãîâàòà çàòâî-
ðåíà îáâèâêà. Äà îçíà÷èì ñúñ S∗

k = S∗
k([G]) ( k = 0, 1, 2, . . .), ìíîæåñòâîòî

îò òî÷êèòå íà âñè÷êè m-ìåðíè êóáîâå ñ ðàíã k, âñåêè îò êîèòî ñå ïðåñè÷à
ñ [G], à ñúñ Sk = Sk(G) ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà âñè÷êè m-ìåðíè êóáîâå
îò ðàíã k, ñúäúðæàùè ñå â G. Î÷åâèäíî å, ÷å Sk ⊂ S∗

k çà âñÿêî k = 0, 1, 2, . . .
è ïîðàäè òîâà

µ(Sk) ≤ µ(S∗
k),

îòêúäåòî ïðè k → ∞ ñå ïîëó÷àâà, ÷å

µ(G) ≤ µ([G]).

Äåôèíèöèÿ 5.2.1 Ìíîæåñòâîòî G ⊂ Rm (G-îòâîðåíî è îãðàíè÷åíî) ñå
íàðè÷à èçìåðèìî (êóáèðóåìî, à ïðè m = 2� êâàäðèðóåìî), àêî íåãîâàòà
ìÿðêà å ðàâíà íà ãîðíàòà ìÿðêà íà [G], ò.å.

µ(G) = µ([G]). (5.2.1)

Çà îïðîñòÿâàíå íà òåðìèíîëîãèÿòà â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå è â ñëó÷àÿ
m = 2 èçìåðèìèòå ìíîæåñòâà ñå íàðè÷àò ñúùî êóáèðóåìè.

Òåîðåìà 5.2.1 Îãðàíè÷åíîòî è îòâîðåíî ìíîæåñòâî G ⊂ Rm å èçìåðè-
ìî (êóáèðóåìî) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî êîíòóðúò ìó èìà ìÿðêà
íóëà, ò.å. µ(∂G) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñúñ sk å îçíà÷åíî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè íà êóáî-
âåòå, âñåêè îò êîèòî ñå ñúäúðæà â ìíîæåñòâîòî S∗

k, íî íå ñå ñúäúðæà â
ìíîæåñòâîòî Sk. Òúé êàòî ∂G = [G] \ G, òî sk ñå ñúñòîè åäèíñòâåíî îò
òî÷êèòå íà òåçè êóáîâå, êîèòî ñå ïðåñè÷àò ñ êîíòóðà íà ìíîæåñòâîòî G,
ïîðàäè êîåòî

lim
k→∞

sk = µ(∂G).

Î÷åâèäíî, ïðåäâèä (5.1.3) å èçïúëíåíî

µ(sk) = µ(S∗
k)− µ(Sk), (5.2.2)

êîåòî çàåäíî ñ (5.2.1) äàâà

lim
k→∞

µ(S∗
k) = lim

k→∞
µ(Sk), (5.2.3)
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ò.å.
lim
k→∞

µ(sk) = 0, (5.2.4)

èëè ñ äðóãè äóìè µ(∂G) = 0.
Îáðàòíî, àêî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî µ(∂G) = 0, ò.å. (5.2.4), òî ïîðà-

äè ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöèòå lim
k→∞

µ(Sk) è lim
k→∞

µ(Sk), îò (5.2.2) ñëåäâà

(5.2.1), ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà. �

Äåôèíèöèÿ 5.2.2 Çàòâîðåíàòà îáâèâêà [G] íà îòâîðåíîòî è èçìåðèìî
ìíîæåñòâî G ⊂ Rm ñúùî ñå íàðè÷à èçìåðèìî ìíîæåñòâî è ïî äåôèíè-
öèÿ

µ([G]) = µ(G). (5.2.5)

Çàáåëåæêà 5.2.1 Åñòåñòâåíîñòòà íà äåôèíèöèÿ 5.2.2 ñëåäâà îò òåî-
ðåìà 5.2.1.

5.3 Äåôèíèöèÿ íà ìíîãîêðàòåí èíòåãðàë

Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî (êóáèðóåìî) ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèÿ 5.3.1 Ñèñòåìàòà τ = {Gi}i0i=1 îò èçìåðèìè ìíîæåñòâà Gi

ñå íàðè÷à ðàçäåëÿíå íà ìíîæåñòâîòî G, àêî:
1) Gi ⊂ G, i = 1÷ i0 ,
2) Gi ∩Gj = ∅, i ̸= j,
3) ∪ [Gi] = [G].

Äåôèíèöèÿ 5.3.2 ×èñëîòî δτ = max
15i5i0

d(Gi), êúäåòî d(Gi) å äèàìåòúðúò

íà ìíîæåñòâîòî Gi, ñå íàðè÷à äèàìåòúð íà ðàçäåëÿíåòî τ (òî ïîêàçâà
êîëêî å äðåáíî ðàçäåëÿíåòî τ).

Ëåìà 5.3.1 Àêî τ = {Gi}i0i=1 å ðàçäåëÿíå íà G, òî

µ(G) =

i0∑
i=1

µ(Gi). (5.3.1)
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Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ïðèëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíî Ëåìà 5.1.1, Ëåìà
5.1.3, ðàâåíñòâîòî (5.2.1), ñâîéñòâî 3 íà Äåôèíèöèÿ 5.3.1 çà ðàçäåëÿíå, Ëåìà
5.1.5 è îòíîâî ðàâåíñòâî (5.2.1), ïîëó÷àâàìå

i0∑
i=1

µ(Gi) = µ
(
∪i0i=1 Gi

)
≤ µ(G) = µ([G]) =

= µ
(
∪i0i=1 [Gi]

)
≤

i0∑
i=1

µ([Gi]) =

i0∑
i=1

µ(Gi),

êîåòî äîêàçâà ëåìàòà. �
Çà ïðîñòîòà íà îçíà÷åíèåòî, ÷åñòî ñå èçïîëçâà ïî-êðàòêèÿò çàïèñ {Gi}

âìåñòî {Gi}i0i=1.

Äåôèíèöèÿ 5.3.3 Íåêà τ = {Gi} è τ ′ =
{
G′
j

}
ñà äâå ðàçäåëÿíèÿ íà îò-

âîðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî G. Ðàçäåëÿíåòî τ ′ ñå íàðè÷à âïèñàíî â
ðàçäåëÿíåòî τ , àêî çà âñåêè åëåìåíò G′

j ∈ τ ′ ñúùåñòâóâà åëåìåíò Gi ∈ τ ,
òàêúâ ÷å G′

j ⊂ Gi. Çàïèñâà ñå τ
′ ≻ τ èëè τ ≺ τ ′.

Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ðàçäåëÿíèÿòà íà äàäåíî ìíîæåñòâî ñå äàâàò ñúñ
ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà 5.3.2 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
1) Àêî τ ≺ τ ′ è τ ′ ≺ τ ′′, òî τ ≺ τ ′′

2) Çà âñåêè äâå ðàçäåëÿíèÿ τ ′ = {G′
i} è τ ′′ =

{
G′′
j

}
íà îòâîðåíîòî è èçìå-

ðèìî ìíîæåñòâî G, ñúùåñòâóâà ðàçäåëÿíå τ , òàêîâà ÷å τ ′ ≺ τ è τ ′′ ≺ τ .

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñâîéñòâî 1 å î÷åâèäíî. Êàòî óïúòâàíå êúì
ñâîéñòâî 2, çà ðàçäåëÿíåòî τ ìîæå äà ñå âçåìå íàïðèìåð ñúâêóïíîñòòà îò
âñåâúçìîæíèòå íåïðàçíè ñå÷åíèÿ G′

i ∩G′′
j . �

Äåôèíèöèÿ 5.3.4 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî,
ôóíêöèÿòà f : [G] −→ R è τ = {Gi}i0i=1 å ðàçäåëÿíå íà ìíîæåñòâîòî G.
Òîãàâà ñóìàòà

στ(f) :=

i0∑
i=1

f(ξ(i))µ(Gi), (5.3.2)

êúäåòî
ξ(i) ∈ [Gi] i = 1, . . . , i0,

ñå íàðè÷à ðèìàíîâà èíòåãðàëíà ñóìà íà ôóíêöèÿòà f .
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Äåôèíèöèÿ 5.3.5 Êðàéíàòà ãðàíèöà

lim
δτ→0

στ(f), (5.3.3)

àêî ñúùåñòâóâà, ñå íàðè÷à ìíîãîêðàòåí èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f âúðõó
èçìåðèìîòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî G (èëè âñå åäíî [G]), a ôóíêöèÿòà ñå
íàðè÷à èíòåãðóåìà â ðèìàíîâ ñìèñúë âúðõó ìíîæåñòâîòî G (èëè [G]).
Îçíà÷àâà ñå ïî êîé äà å îò ñëåäíèòå íà÷èíè:∫

fdG,

∫
f(x)dG,

∫
· · ·
∫

G

f(x1, x2, . . . , xm)dx1dx2 . . . dxm.

Ìíîæåñòâîòî G, ñúîòâåòíî [G], ñå íàðè÷à îáëàñò íà èíòåãðèðàíå.

Ãðàíèöàòà (5.3.3) ñå ñðåùà òóê çà ïúðâè ïúò, è çàòîâà ñå íóæäàå îò
ïðåöèçèðàíå.

Äåôèíèöèÿ 5.3.6 ×èñëîòî A ñå íàðè÷à èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f âúð-
õó îòâîðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî G, àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò ðàç-

äåëÿíèÿ τn =
{
G

(n)
i

}i(n)0

i=1
íà ìíîæåñòâîòî G, ñ δτn → 0 ïðè n → ∞, è

êàêâèòî è äà ñà òî÷êèòå

ξ(in)n ∈ [G
(n)
i ], in = 1, 2, . . . , i

(n)
0 , n = 1, 2, . . . ,

e èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
n→∞

στn(f ; ξ
(1)
n , ξ(2)n , . . . , ξ(i

(n)
0 )

n ) = A.

5.4 Ñúùåñòâóâàíå íà ìíîãîêðàòíèÿ èíòåãðàë

Ñëåäâàéêè àíàëîãèÿòà ñ ðèìàíîâ èíòåãðàë íà ôóíêöèÿ íà åäíà ðåàëíà
ïðîìåíëèâà, çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà âàæíà òåîðåìà, äàâàùà íåîáõîäèìî
óñëîâèå çà èíòåãðóåìîñò.

Òåîðåìà 5.4.1 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî è ôóí-
êöèÿòà f : [G] −→ R e èíòåãðóåìà âúðõó íåãî. Òîãàâà f å îãðàíè÷åíà
âúðõó ìíîæåñòâîòî [G].
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Äîêàçàòåëñòâî. Èçâúðøâà ñå àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ íà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà ñ äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî. �

Êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 5.4.1 Îáðàòíîòî íåâèíàãè å âÿðíî. Êàòî ïðèìåð ìîæå äà
ïîñëóæè ñëåäíàòà ôóíêöèÿ f : [G] −→ R (G ⊂ Rm � íåïðàçíî, îòâîðåíî
è èçìåðèìî), êîÿòî â èçâåñòåí ñìèñúë îáîáùàâà ôóíêöèÿòà íà Äèðèõëå

f(x) =

{
1, xi ∈ Q, ∀ i
0, ∃xi ∈ R \Q (i = 1÷m, x = (x1, x2, . . . xm) ∈ [G]).

Òâúðäåíèåòî ñå óñòàíîâÿâà ëåñíî, àêî ñå ðàçãëåäàò äâå ðàçëè÷íè ñóìè îò
âèäà (5.3.2), êàòî â åäíàòà ñóìà òî÷êèòå ξ(i) ∈ Qm ∩ [G], à â äðóãàòà �

íà íåãîâîòî äîïúëíåíèå äî ìíîæåñòâîòî [G]. Î÷åâèäíî å, ÷å â ïúðâèÿ
ñëó÷àé ñóìàòà äàâà ìÿðêàòà íà ìíîæåñòâîòî G, à âúâ âòîðèÿ � íóëà.

Ïî-íàòàòúê â òîçè ïàðàãðàô ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ôóíêöèÿòà f : [G] −→ R
å îãðàíè÷åíà âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà [G] íà îòâîðåíîòî è èçìåðèìî
ìíîæåñòâî G ⊂ Rm. Ïðè òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ, êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé, èìà ñìèñúë äà ñå ðàçãëåæäàò ãîðíèòå è äîëíèòå ñóìè íà Äàðáó çà f ,
äåôèíèðàíè ïî íà÷èíà, îïèñàí ïî-äîëó.

Äåôèíèöèÿ 5.4.1 Íåêà τ = {Gi}i0i=1 å ðàçäåëÿíå íà ìíîæåñòâîòî G è

mi = inf
x∈[Gi]

f(x), Mi = sup
x∈[Gi]

f(x),

çà i = 1, 2, . . . , i0. Òîãàâà ñóìèòå

sτ(f) :=

i0∑
i=1

mi µ(Gi), Sτ(f) :=

i0∑
i=1

Mi µ(Gi),

ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ñóìà íà Äàðáó çà ôóíêöèÿòà f .

Ñóìèòå íà Äàðáó sτ è Sτ ñà ñâúðçàíè ñ èíòåãðàëíàòà ñóìà íà Ðèìàí
ñúñ ñëåäíîòî î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî

sτ ≤ στ ≤ Sτ .

Îñâåí òîâà, êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, çà âñåêè äâå ðàçäåëÿíèÿ τ1 è τ2
å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî sτ1 ≤ Sτ2.
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Òåîðåìà 5.4.2 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî è ôóí-
êöèÿòà f : [G] −→ R å îãðàíè÷åíà â [G]. Ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â
ðèìàíîâ ñìèñúë âúðõó ìíîæåñòâîòî G òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

lim
δτ→0

(Sτ − sτ) = 0. (5.4.1)

Ïðè èçïúëíÿâàíåòî íà òåçè óñëîâèÿ å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

lim
δτ→0

Sτ = lim
δτ→0

sτ =

∫
f(x)dG.

Óñëîâèåòî (5.4.1) e ðàâíîñèëíî íà

lim
δτ→0

i0∑
i=1

ω(f ; [Gi])µ(Gi) = 0, (5.4.2)

êúäåòî ω(f ; [Gi]) å îñöèëàöèÿòà íà ôóíêöèÿòà f âúðõó ìíîæåñòâîòî
[Gi], ò. å. ω(f ; [Gi]) = sup

x′,x′′∈Gi

[f(x′′)− f(x′)].

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ñúùî å àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íà åä-
íîìåðíèÿ ñëó÷àé. �

Ïî-íàäîëó å äàäåíî è åäíî äîñòà÷ú÷íî óñëîâèå çà èíòåãðóåìîñò, ñúùî
ïî àíàëîãèÿ ñ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé.

Òåîðåìà 5.4.3 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî è ôóí-
êöèÿòà f : [G] −→ R å íåïðåêúñíàòà â [G]. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f å èíòåã-
ðóåìà â ðèìàíîâ ñìèñúë âúðõó ìíîæåñòâîòî G.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, îò èçìåðèìîñòòà íà ìíîæåñòâîòî G ñëåäâà íå-
ãîâàòà îãðàíè÷åíîñò. Ôóíêöèÿòà f , áèäåéêè íåïðåêúñíàòà âúðõó çàòâîðå-
íîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî [G], å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â [G]. Ïî-
íàòàòúê äîêàçàòåëñòâîòî âúðâè àíàëîãè÷íî íà åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé è ëåñíî
ñå ïîëó÷àâà îöåíêàòà

Sτ − sτ ≤ ω(δτ ; f)µ(G),

êúäåòî

ω(δ; f) = ω(δ; f ;G) = sup
ρ(x′,x′′)≤δ

[f(x′′)− f(x′)], x′, x′′ ∈ G,
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å ìîäóëúò íà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà f . Îò ïîñëåäíàòà îöåíêà è
Òåîðåìà 5.4.2 âåäíàãà ñëåäâà âåðíîñòòà íà äîêàçâàíîòî òâúðäåíèå. �

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà çà ãîðíà ìÿðêà íà ìíîæåñ-
òâî, ñóìàòà îò ìåðêèòå íà êóáîâå îò ðàíã k, êîèòî ñå ïðåñè÷àò ñ äàäåíî
ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà íóëà, êëîíè êúì íóëà, êîãàòî k → ∞, è ñëåäîâàòåë-
íî, êîãàòî äèàìåòðèòå íà ðàçãëåæäàíèòå êóáîâå êëîíÿò êúì íóëà. Íåùî
ïîâå÷å, àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî îñòàâà â ñèëà è çà ïðîèçâîëíî ðàçäåëÿíå íà
äàäåíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî, èìåííî, àêî äèàìåòúðúò íà ðàçäåëÿíåòî êëî-
íè êúì íóëà, òî ñóìàòà îò ìåðêèòå íà åëåìåíòèòå íà ðàçäåëÿíåòî, êîèòî ñå
ïðåñè÷àò ñ ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà íóëà, ñúùî êëîíè êúì íóëà.

Íåêà ñåãà τ = {Gi} å ðàçäåëÿíå íà îòâîðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñò-
âî G è E ⊂ [G]. Äà îçíà÷èì ñ τE ñúâêóïíîñòòà íà âñè÷êè åëåìåíòè íà
ðàçäåëÿíåòî τ , ÷èèòî çàòâîðåíè îáâèâêè ñå ïðåñè÷àò ñ ìíîæåñòâîòî E, ò.å.

τE = {Gi : Gi ∈ τ, [Gi] ∩ E ̸= ∅}. (5.4.3)

Ëåìà 5.4.1 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî, E ⊂ [G]
è µ(E) = 0. Òîãàâà

lim
δτ→0

∑
Gi∈τE

µ(Gi) = 0. (5.4.4)

Ñóìèðàíåòî âúâ ôîðìóëàòà (5.4.4) ñå èçâúðøâà ñàìî ïî òåçè èíäåêñè i,
çà êîèòî Gi ∈ τE.

Òàçè ëåìà ïîçâîëÿâà îò ðèìàíîâèòå èíòåãðàëíè ñóìè (5.3.3) äà ñå ïðî-
ïóñíàò ñúáèðàåìèòå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà åëåìåíòèòå íà ðàçäåëÿíåòî, êî-
èòî ñå ïðåñè÷àò ñ äàäåíî ôèêñèðàíî ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà íóëà, íàïðèìåð ñ
ãðàíèöàòà íà îòâîðåíîòî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî, ïî êîåòî ñå èçâúðøâà èí-
òåãðèðàíåòî.

Ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå òîâà òâúðäåíèå êàòî îòäåëíà òåîðåìà, äà âúâå-
äåì íÿêîè äîïúëíèòåëíè îçíà÷åíèÿ.

Íåêà G å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî, τ = {Gi} å íåãîâî ðàçäå-
ëÿíå è ìíîæåñòâîòî E ⊂ [G]. Äà îçíà÷èì ñ τ(E) ñúâêóïíîñòòà íà âñè÷êè
åëåìåíòè íà ðàçäåëÿíåòî τ , ÷èèòî çàòâîðåíè îáâèâêè íå ñå ïðåñè÷àò ñ ìíî-
æåñòâîòî E, ò. å.

τ(E) = {Gi : Gi ∈ τ, [Gi] ∩ E = ∅}. (5.4.5)

Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f , äåôèíèðàíà âúðõó [G], äà îçíà÷èì

στ(E)(f) :=
∑

Gi∈τ(E)

f(ξ(i))µ(Gi), ξ(i) ∈ [Gi]. (5.4.6)
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Òîçè çàïèñ îçíà÷àâà, ÷å ñóìèðàíåòî â äÿñíàòà ñòðàíà íà (5.4.6) ñå èçâúð-
øâà ñàìî ïî òåçè èíäåêñè i, çà êîèòî Gi ∈ τ(E). Ñúîòâåòíî, îáè÷àéíàòà
ðèìàíîâà èíòåãðàëíà ñóìà å

στ(f) :=
∑
Gi∈τ

f(ξ(i))µ(Gi), ξ(i) ∈ [Gi]. (5.4.7)

Òåîðåìà 5.4.4 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî, E ⊂
[G] è µ(E) = 0. Íåêà ôóíêöèÿòà f : [G] −→ R e îãðàíè÷åíà â ìíîæåñò-
âîòî [G]. Òîãàâà ãðàíèöàòà

lim
δτ→0

στ(f) =

∫
f(x)dG (5.4.8)

ñúùåñòâóâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
δτ→0

στ(E)(f).

Ïðè òîâà, àêî ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà, òî

lim
δτ→0

στ(E)(f) =

∫
f(x)dG. (5.4.9)

Çàáåëåæêà 5.4.2 Îò Òåîðåìà 5.4.4 ñëåäâà, ÷å àêî ôóíêöèÿòà f : [G] −→
R å îãðàíè÷åíà âúðõó çàòâîðåíàòà îáâèâêà [G] íà îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
G, òî èçìåíåíèåòî íà íåéíèòå ñòîéíîñòè âúðõó ìíîæåñòâî E ⊂ [G] ñ
ìÿðêà íóëà, â ðåçóëòàò íà êîåòî îòíîâî ñå ïîëó÷àâà îãðàíè÷åíà âúðõó [G]
ôóíêöèÿ, íå âëèÿå íèòî íà èíòåãðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà f , íèòî íà
ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà, àêî òîé ñúùåñòâóâà. Òîâà âåäíàãà ñëåäâà îò
ôàêòà, ÷å ïðè òàêîâà èçìåíåíèå ñóìàòà στ(E)(f) (äàäåíà ñ ôîðìóëàòà
(5.4.6)) îñòàâà íåïðîìåíåíà, à ïî òåîðåìà 5.4.4, íåéíàòà ãðàíèöà (àêî
ñúùåñòâóâà), óäîâëåòâîðÿâà ôîðìóëàòà (5.4.9).

È òàêà, èíòåãðóåìîñòòà è ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà îò äàäåíà ôóíêöèÿ
íå çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà âúðõó êîíòóðà íà îòâîðåíîòî èç-
ìåðèìî ìíîæåñòâî (êàòî ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà íóëà), ñòèãà ôóíêöèÿòà äà
å îãðàíè÷åíà òàì. Ïîðàäè òîâà, ïî-íàòàòúê ïðè èçó÷àâàíå ñâîéñòâàòà íà
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èíòåãðàëèòå, çà ïðîñòîòà íà ôîðìóëèðîâêèòå ÷åñòî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ðàçã-
ëåæäàíèòå ôóíêöèè ñà äåôèíèðàíè âúðõó îòâîðåíî èçìåðèìî ìíîæåñòâî,
à íå âúðõó çàòâîðåíàòà ìó îáâèâêà. Òîãàâà

στ(f) =

i0∑
i=1

f(ξ(i))µ(Gi), ξ(i) ∈ [Gi] ∩G,

ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å ξ(i) ñå ðàçãëåæäà ξ(i) ∈ [Gi]∩G, âìåñòî ξ(i) ∈ [Gi].
Ïî òàêúâ íà÷èí òóê ñòàâà äóìà íå çà íÿêàêâî íîâî ïîíÿòèå, à ñàìî çà
íåñúùåñòâåíà ìîäèôèêàöèÿ íà äåôèíèöèÿòà íà èíòåãðàë êàòî ãðàíèöà íà
èíòåãðàëíè ñóìè.

5.5 Ñâîéñòâà íà ìíîãîêðàòíèòå èíòåãðàëè

Çà êðàòêîñò â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå, çà êëàñà íà ôóíêöèèòå, èí-
òåãðóåìè â ðèìàíîâ ñìèñúë â äàäåíî îòâîðåíî è èçìåðèìî ìíîæåñòâî G, å
èçïîëçâàíî îçíà÷åíèåòî ℜ(G). Íåêà ñåãà G ⊂ Rm è G å èçìåðèìî ìíîæåñ-
òâî. Íåêà îñâåí òîâà f, g : [G] −→ R, f, g ∈ ℜ(G), à λ è µ ñà ïðîèçâîëíè
ðåàëíè êîíñòàíòè. Â íÿêîëêî òåîðåìè ïî-äîëó ñà äàäåíè îñíîâíè ñâîéñòâà
íà èíòåãðàëèòå, îòíàñÿùè ñå äî òàêà îïèñàíèòå ôóíêöèè è ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 5.5.1 Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà ìíîãîêðàòíèòå èíòåã-
ðàëè:
1)
∫
dG =

∫
1dG = µ(G),

2)
∫
(λf + µg)dG = λ

∫
fdG+ µ

∫
gdG (ëèíåéíîñò íà èíòåãðàëà).

Â ÷àñòíîñò
à) àêî λ = µ = 1 ⇒

∫
(f + g)dG =

∫
fdG+

∫
gdG,

á) àêî λ = 1, µ = −1 ⇒
∫
(f − g)dG =

∫
fdG−

∫
gdG,

â) àêî λ = const, µ = 0 ⇒
∫
λfdG = λ

∫
fdG,

3) àêî f = 0 âúðõó G ⇒
∫
fdG = 0.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåçè òðè ñâîéñòà ñå èçâúðøâà ñ íåïîñðåäñòâåíî èç-
ïîëçâàíå íà ñúîòâåòíèòå ðèìàíîâè èíòåãðàëíè ñóìè.

Ñëåäñòâèå 5.5.1.1 Àêî f ≥ g âúðõó G, òî
∫
fdG ≥

∫
gdG.
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Òåîðåìà 5.5.2 Àêî G
′ ⊂ G å èçìåðèìî ìíîæåñòâî, òî f ∈ ℜ(G′

).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà G′ ̸= G (àêî G′ = G, òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî).
Òîãàâà ìíîæåñòâîòî G′′ = G \ [G′] íå å ïðàçíî è ñúùî å îòâîðåíî è êóáèðó-
åìî ìíîæåñòâî. Íåêà τ ′ = {G′

i} è τ ′′ =
{
G′′
j

}
ñà ðàçäåëÿíèÿ ñúîòâåòíî íà

îòâîðåíèòå è èçìåðèìè ìíîæåñòâà G′ è G′′, à δτ ′, δτ ′′ ñà òåõíèòå äèàìåòðè,
êàòî ïðè òîâà δτ ′′ ≤ δτ ′. Òîãàâà τ =

{
G′
i, G

′′
j

}
e ðàçäåëÿíå íà ìíîæåñòâîòî

G ñ äèàìåòúð δτ = δτ ′. Àêî

ωτ :=
∑
i

ω(f,G′
i)µ(G

′
i) +

∑
j

ω(f,G′′
j )µ(G

′′
j )

è
ωτ ′ :=

∑
i

ω(f,G′
i)µ(G

′
i),

òî e î÷åâèäíî, ÷å ωτ ′ ≤ ωτ .
Òúé êàòî

lim
δτ→0

ωτ = 0, òî lim
δ′τ→0

ωτ ′ = 0,

îòêúäåòî ñëåäâà èíòåãðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà f âúðõó ìíîæåñòâîòî G′. �

Òåîðåìà 5.5.3 (àäèòèâíîñò îòíîñíî ìíîæåñòâàòà) Àêî G′ è G′′ ñà èç-
ìåðèìè ìíîæåñòâà, [G] = [G′] ∪ [G′′] è G′ ∩G′′ = ∅, ⇒∫

fdG =

∫
fd(G′ ∪G′′) =

∫
fdG′ +

∫
fdG′′. (5.5.1)

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ñúãëàñíî ïðåäíîòî ñâîéñòâî, èíòåãðàëèòå∫
fdG′ è

∫
fdG′′ ñúùåñòâóâàò. Íåêà τ ′ = {G′

i} è τ ′′ =
{
G′′
j

}
ñà ðàçäåëÿ-

íèÿ ñúîòâåòíî íà ìíîæåñòâàòà G′ è G′′, òîãàâà τ =
{
G′
i, G

′′
j

}
å ðàçäåëÿíå

íà ìíîæåñòâîòî G, à
δτ = max{δτ ′, δτ ′′}

e íåãîâèÿò äèàìåòúð. Íåêà

ξi ∈ [G′
i], ηj ∈ [G′′

j ],

στ ′ :=
∑
i

f(ξi)µ(G
′
i), στ ′′ :=

∑
j

f(ξj)µ(G
′′
j ),
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στ = στ ′ + στ ′′. (5.5.2)

Ïîðàäè èíòåãðóåìîñòòà íà f âúðõó ìíîæåñòâàòà G′, G′′ è G å èçïúëíåíî

lim
δ′τ→0

στ ′ =

∫
fdG′, lim

δ′′τ→0
στ ′′ =

∫
fdG′′, lim

δτ→0
στ =

∫
fdG,

ïîðàäè êîåòî, ïðåìèíàâàéêè êúì ãðàíèöà â (5.5.2) ïðè δτ → 0, ðàâåíñòâîòî
(5.5.1) àâòîìàòè÷íî ñëåäâà. �

Ñëåäñòâèå 5.5.3.1 (ìîíîòîííîñò íà èíòåãðàëà) Àêî Γ ⊂ G å èçìå-
ðèìî ìíîæåñòâî è f ≥ 0 âúðõó G, òî∫

fdG ≥
∫
fdΓ.

Òåîðåìà 5.5.4 Ïðîèçâåäåíèåòî f.g ∈ ℜ(G).

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî f, g ∈ ℜ(G), òî òå ñà îãðàíè÷åíè â [G], ò.å.
ñúùåñòâóâàò òàêèâà êîíñòàíòè M > 0, N > 0, ÷å

|f(x)| ≤M, |g(x)| ≤ N

çà âñè÷êè x ∈ [G]. Ïîðàäè òîâà òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) ñúùî å
îãðàíè÷åíî òàì, ò.å. çà âñè÷êè x ∈ [G] å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x)g(x)| ≤MN.

Íåêà τ = {Gi} å ðàçäåëÿíå íà ìíîæåñòâîòî G. Îöåíÿâàéêè èçðàçà

f(x′′)g(x′′)− f(x′)g(x′),

äîáàâÿìå è èçâàæäàìå f(x′)g(x′′), îòêúäåòî

f(x′′)g(x′′)− f(x′)g(x′) = (f(x′′)− f(x′)) g(x′′) + (g(x′′)− g(x′)) f(x′).
(5.5.3)

Îò (5.5.3) ñëåäâà, ÷å çà òî÷êèòå x′, x′′ ∈ [Gi] å èçïúëíåíî

|f(x′′)g(x′′)− f(x′)g(x′)| ≤ Nωi(f) +Mωi(g), (5.5.4)

êúäåòî ωi(f), ωi(g) ñà îñöèëàöèèòå íà ôóíêöèèòå f è g â ìíîæåñòâîòî [Gi].
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Îò íåðàâåíñòâîòî (5.5.4) èìàìå, ÷å îñöèëàöèÿòà ωi(fg) â ìíîæåñòâîòî
[Gi] ñå îöåíÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

ωi(fg) ≤ Nωi(f) +Mωi(g),

îòêúäåòî:
Sτ(fg)− sτ(fg) =

∑
i

ωi(fg)µ(Gi) ≤

≤ N
∑
i

ωi(f)µ(Gi) +M
∑
i

ωi(g)µ(Gi),

ò. e.

Sτ(fg)− sτ(fg) ≤ N(Sτ(f)− sτ(f)) +M(Sτ(g)− sτ(g)). (5.5.5)

Îò èíòåãðóåìîñòòà íà f è g ñëåäâà, ÷å

lim
δτ→0

|Sτ(f)− sτ(f)| = lim
δτ→0

|Sτ(g)− sτ(g)| = 0,

ïîðàäè êîåòî (5.5.5) äàâà

lim
δτ→0

(Sτ(fg)− sτ(fg)) = 0,

à ïîñëåäíîòî àâòîìàòè÷íî âëå÷å èíòåãðóåìîñòòà íà fg. �

Òåîðåìà 5.5.5 Ôóíêöèÿòà |f | ∈ ℜ(G), è îñâåí òîâà å èçïúëíåíî íåðà-
âåíñòâîòî |

∫
fdG| 5

∫
|f |dG.

È â òîçè ñëó÷àé äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî íà åäíîìåð-
íèÿ ñëó÷àé.

5.6 Ñâåæäàíå íà êðàòíèòå èíòåãðàëè

äî ïîâòîðíè

Ïðåìèíàâàìå êúì èçó÷àâàíå íà ìåòîäèòå çà ïðåñìÿòàíå íà ìíîãîêðàòíè
èíòåãðàëè â èçìåðèìî ìíîæåñòâî â Rm. Ïðåñìÿòàíåòî íà òàêúâ èíòåãðàë ñå
ñâåæäà äî ïîñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàíå íà m åäíîêðàòíè èíòåãðàëà. Èçëî-
æåíèåòî âúðâè àíàëîãè÷íî çà âñÿêà ñòîéíîñò íà m, íî çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà
çàïî÷âàìå ñúñ ñëó÷àÿ m = 2.
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5.6.1 Äâóìåðåí ñëó÷àé

Íåêà â ðàâíèíàòà R2 å ôèêñèðàíà ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ
êîîðäèíàòè x è y.

Äåôèíèöèÿ 5.6.1 Íåêà G ⊂ R2. G ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà îáëàñò îò-
íîñíî Oy, àêî ∂G ñå ñúñòîè îò ãðàôèêèòå íà äâå íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè
φ(x) è ψ(x), äåôèíèðàíè âúðõó íÿêàêúâ èíòåðâàë [a, b] è φ(x) 5 ψ(x) çà
x ∈ [a, b], è ìîæå äà ñúäúðæà è îòñå÷êè îò ïðàâèòå x = a è x = b. Àíà-
ëîãè÷íî ñå äåôèíèðà îáëàñò, åëåìåíòàðíà îòíîñíî Ox.

Íà ôèãóðàòà ïî-äîëó å ïîêàçàíà îáëàñò, åëåìåíòàðíà îòíîñíî Oy.

G

a

y = φ(x)

y = ψ(x)

b

Ôèãóðà 5.6.1: G ⊂ R2 � åëåìåíòàðíà îòíîñíî Oy

Òåîðåìà 5.6.1 (Òåîðåìà íà Ôóáèíè) Íåêà G å åëåìåíòàðíà ôèãóðà îò-
íîñíî Oy, G ⊂ R2, ∂G, ãðàíèöàòà íà G, ñå ñúñòîè îò ãðàôèêèòå íà
íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè φ(x) è ψ(x), φ(x) 5 ψ(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b] è
åâåíòóàëíî îò îòñå÷êè îò ïðàâèòå x = a, x = b. Íåêà f : [G] −→ R è f
å íåïðåêúñíàòà âúðõó [G]. Òîãàâà

∫∫
G

f(x, y)dxdy =

b∫
a

 ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy

 dx. (5.6.1)
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Äåôèíèöèÿ 5.6.2 Èíòåãðàëúò, êîéòî ñå íàìèðà â äÿñíàòà ñòðàíà íà
ôîðìóëà (5.6.1) ñå íàðè÷à ïîâòîðåí è îáèêíîâåíî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

b∫
a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.6.1, ùå ôîðìó-
ëèðàìå è äîêàæåì ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà 5.6.1 Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìà 5.6.1, ôóíêöèÿòà

F (x) =

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy (5.6.2)

å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà x â èíòåðâàëà [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà f âúðõó çàòâîðåíîòî è îã-
ðàíè÷åíî (ò.å. êîìïàêòíî) ìíîæåñòâî [G], òÿ å îãðàíè÷åíà âúðõó [G], ò.å.
ñúùåñòâóâà òàêàâà êîíñòàíòà M > 0, ÷å

|f(x)| ≤M, (x, y) ∈ [G].

Íåêà ñåãà x è x+∆x ñà ôèêñèðàíè è x, x+∆x ∈ [a, b]. Íåêà îñâåí òîâà

∆φ = φ(x+∆x)− φ(x), ∆ψ = ψ(x+∆x)− ψ(x),

è çà îïðåäåëåíîñò

ψ(x)− φ(x) ≥ ∆φ ≥ 0, ∆ψ ≥ 0,

òîãàâà

| F (x+∆x)− F (x) |=

∣∣∣∣∣∣∣
ψ(x)+∆ψ∫
φ(x)+∆φ

f(x+∆x, y)dy −
ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣∣
ψ(x)∫

φ(x)+∆φ

f(x+∆x, y)dy +

ψ(x)+∆ψ∫
ψ(x)

f(x+∆x, y)dy −

−
φ(x)+∆φ∫
φ(x)

f(x, y)dy −
ψ(x)∫

φ(x)+∆φ

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

ψ(x)∫
φ(x)+∆φ

|f(x+∆x, y)− f(x, y)|dy+

+

φ(x)+∆φ∫
φ(x)

|f(x, y)|dy +
ψ(x)+∆ψ∫
ψ(x)

|f(x+∆x, y)|dy. (5.6.3)

Ãðàíèöèòå íà èíòåãðèðàíå ñà ïîäáðàíè òàêà, ÷å ïîäèíòåãðàëíèòå ôóíêöèè
äà ñà äåôèíèðàíè â ñúîòâåòíèòå èíòåðâàëè, â êîèòî ñå èçâúðøâà èíòåãðè-
ðàíåòî.

Îçíà÷àâàéêè ñ ω(δ; f) ìîäóëà íà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà f âúðõó
ìíîæåñòâîòî [G], ïîëó÷àâàìå

| F (x+∆x)− F (x) |≤ ω(∆x; f)[ψ(x)− φ(x)−∆φ] +M∆φ+M∆ψ ≤

≤ ω(∆x; f) sup
x∈[a,b]

[ψ(x)− φ(x)] +M∆φ+M∆ψ. (5.6.4)

Ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèèòå φ è ψ, ðàçëèêàòà ψ(x) − φ(x) å
îãðàíè÷åíà è

lim
∆x→0

∆φ = lim
∆x→0

∆ψ = 0.

Ïî-íàòàòúê, ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà f âúðõó îãðàíè÷åíîòî è çàòâîðå-
íî ìíîæåñòâî [G], òÿ å è ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà òàì, è ñëåäîâàòåëíî

lim
∆x→0

ω(∆x; f) = 0.

Òîãàâà ïîðàäè (5.6.4) ñëåäâà, ÷å

lim
∆x→0

| F (x+∆x)− F (x) |= 0, (5.6.5)

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà F å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x.
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Â ñëó÷àé, ÷å∆φ ≥ 0,∆ψ ≤ 0 èëè∆φ ≤ 0,∆ψ ≥ 0, èëè∆φ ≤ 0,∆ψ ≤ 0,
äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî, êàòî ãðàíèöèòå íà
èíòåãðèðàíå òðÿáâà äà áúäàò âçåòè ïîäõîäÿùî. Âúâ âñè÷êè òåçè ñëó÷àè ñå
ïîëó÷àâà àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâî, êîåòî ñëåäâà îò (5.6.3), ñëåä çàìåñòâàíå
íà ∆φ è ∆ψ ñúîòâåòíî ñ |∆φ| è |∆ψ|, îòêúäåòî î÷åâèäíî ñëåäâà âåðíîñòòà
íà (5.6.5). �
Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 5.6.1. Ïðåäè âñè÷êî äà îòáåëåæèì, ÷å èí-
òåãðàëúò, êîéòî ñå íàìèðà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî (5.6.1), ò.å.
èíòåãðàëúò

b∫
a

F (x)dx =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy

ñúùåñòâóâà, òúé êàòî ñúãëàñíî òîêó-ùî äîêàçàíàòà ëåìà ïðåäñòàâëÿâà èí-
òåãðàë îò íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Äà ðàçäåëèì ñåãà îáëàñòòà G íà ÷àñòè Gi,j, i, j = 1, 2, . . . , k, êàêòî ñëåä-
âà. Âçåìàìå ðàçäåëÿíåòî τk = {xi}ki=0, êúäåòî

a = x0 < x1 < · · · < xk = b, xi − xi−1 =
b− a

k
,

ñ êîåòî èíòåðâàëúò [a, b] ñå ðàçäåëÿ íà k ðàâíè ÷àñòè. Íåêà

φ0(x) = φ(x),

φ1(x) = φ(x) +
1

k
[ψ(x)− φ(x)],

. . . . . . . . .

φj(x) = φ(x) +
j

k
[ψ(x)− φ(x)],

. . . . . . . . .

φk(x) = φ(x) +
k

k
[ψ(x)− φ(x)] = ψ(x),

è äà îçíà÷èì
τ ∗k = {Gi,j}, i, j = 1, 2, . . . , k,

Gi,j = {(x, y) : xi−1 < x < xi, φj−1(x) < y < φj(x)},
êîåòî î÷åâèäíî å ðàçäåëÿíå íà G. Ñåãà èìàìå

b∫
a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy =
k∑
i=1

xi∫
xi−1

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy =
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=
k∑
i=1

xi∫
xi−1

dx
k∑
j=1

φj(x)∫
φj−1(x)

f(x, y)dy =

=
k∑
i=1

k∑
j=1

xi∫
xi−1

dx

φj(x)∫
φj−1(x)

f(x, y)dy. (5.6.6)

Ïî-íàòàòúê, àêî

mi,j = inf
[Gi,j ]

f(x, y), Mi,j = sup
[Gi,j ]

f(x, y), i, j = 1, 2, . . . , k,

òî
xi∫

xi−1

dx

φj(x)∫
φj−1(x)

f(x, y)dy ≤Mi,j

xi∫
xi−1

dx

φj(x)∫
φj−1(x)

dy =

=Mi,j

xi∫
xi−1

(φj(x)− φj−1(x)) dx =Mi,j µ(Gi,j) (5.6.7)

è àíàëîãè÷íî
xi∫

xi−1

dx

φj(x)∫
φj−1(x)

f(x, y)dy ≥ mi,j µ(Gi,j). (5.6.8)

Ñ ïîìîùòà íà íåðàâåíñòâàòà (5.6.7) è (5.6.8) ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà îöåí-
êà íà èíòåãðàëà (5.6.6), èçðàçåíà ñ ìàëêèòå è ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó çà
ôóíêöèÿòà f(x, y)

sτ∗k =
k∑
i=1

k∑
j=1

mi,j µ(Gi,j) ≤
b∫

a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy ≤
k∑
i=1

k∑
j=1

Mi,j µ(Gi,j) = Sτ∗k .

(5.6.9)
Çà äèàìåòúðà δτ∗k íà ðàçäåëÿíåòî τ

∗
k íà îáëàñòòà G å èçïúëíåíî

lim
k→∞

δτ∗k = 0,

è òîãàâà ïîðàäè èíòåãðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó ìíîæåñòâîòî
G ñëåäâà, ÷å

lim
k→∞

sτ∗k = lim
k→∞

Sτ∗k =

∫∫
G

f(x, y)dxdy,
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îòêúäåòî (5.6.1) àâòîìàòè÷íî ñëåäâà, àêî â (5.6.9) îñòàâèì k äà êëîíè êúì
áåçêðàéíîñò. �

Àêî ñåãà îáëàñòòà G å åëåìåíòàðíà îòíîñíî îñòà Ox è ãðàíèöàòà �è ñå
ñúñòîè îò ãðàôèêèòå íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè α(y), β(y), α(y) ≤ β(y),
c ≤ y ≤ d è åâåíòóàëíî îòñå÷êè îò ïðàâèòå y = c è y = d, a ôóíêöèÿòà
f(x, y), êàêòî è ïî-ðàíî å íåïðåêúñíàòà âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî [G],
òî å â ñèëà ôîðìóëàòà

∫∫
G

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx. (5.6.10)

Àêî îáëàñòòà G å åëåìåíòàðíà êàêòî ñïðÿìî îñòà Ox, òàêà è ñïðÿìî Oy,
òî ïðèðàâíÿâàéêè äåñíèòå ÷àñòè íà (5.6.1) è (5.6.10), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
ðàâåíñòâî çà íåïðåêúñíàòà âúðõó G ôóíêöèÿ f(x, y)

b∫
a

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx, (5.6.11)

êîåòî èçðàçÿâà ïðàâèëî çà ñìÿíà íà ðåäà íà èíòåãðèðàíå â ïîâòîðíèòå
èíòåãðàëè.

Ïðèìåð 5.6.1 Òóê å ïðåñìåòíàò èíòåãðàëúò îò ôóíêöèÿòà z = x2y
âúðõó îãðàíè÷åíàòà îáëàñò G, çàãðàäåíà îò ÷àñòòà íà ïàðàáîëàòà y = x2

è ïðàâàòà y = 1.

Èìàìå ∫∫
G

x2ydxdy =

1∫
−1

x2dx

1∫
x2

ydy =

=

1∫
−1

y2

2

∣∣∣∣1
y=x2

x2dx =
1

2

1∫
−1

(1− x4)x2dx =
4

21
,

êîåòî å ñòîéíîñòòà íà äàäåíèÿ èíòåãðàë. �

Çàáåëåæêà 5.6.1 Óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íà ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ å ñúùåñòâåíî.
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Çà èëþñòðàöèÿ å ðàçãëeäàíà ôóíêöèÿòà îò Ïðèìåð 2.3.3, äåôèíèðàíà
âúðõó êâàäðàòà D = {(x, y) 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ â öåëèÿ êâàäðàò (êàêòî å ïîêàçàíî â ïðèìåðà) ñ èçêëþ÷åíèå íà
òî÷êèòå îò íåãîâèÿ äèàãîíàë, êúäåòî å ïðåêúñíàòà.

Ïðèìåð 5.6.2 Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâàòà A = {(x, y) : x ≥ 0, y ≤
1, y > x} è B = {(x, y) : x ≤ 1, y ≥ 0, y < x}, èçîáðàçåíè íà Ôèã. 2.3.1 è
ôóíêöèÿòà f : D −→ R e çàäàäåíà êàêòî ñëåäâà

f(x, y) =


1

y2
, (x, y) ∈ A,

0, x = y,

− 1

x2
, (x, y) ∈ B.

Ïî-íàäîëó ñà ïðåñìåòíàòè äâàòà ïîâòîðíè èíòåãðàëà

I1 =

1∫
0

dx

1∫
0

f(x, y)dy, I2 =

1∫
0

dy

1∫
0

f(x, y)dx,

è å óñòàíîâåíî, ÷å ðåçóëòàòúò çàâèñè îò ðåäà íà èíòåãðèðàíå.

Çà èíòåãðàëà I1 ñå ïîëó÷àâà ïîñëåäîâàòåëíî

I1 =

1∫
0

dx

1∫
0

f(x, y)dy =

1∫
0

 x∫
0

f(x, y)dy +

1∫
x

f(x, y)dy

 dx =

=

1∫
0

 x∫
0

−1

x2
dy +

1∫
x

1

y2
dy

 dx =

=

1∫
0

(
−x
x2

+
y−1

−1

∣∣∣∣1
y=x

)
dx =

1∫
0

(
−1

x
− 1 +

1

x

)
dx = −

1∫
0

dx = −1.

Àíàëîãè÷íî, çà èíòåãðàëà I2 èìàìå

I2 =

1∫
0

dy

 1∫
0

f(x, y)dx

 =

1∫
0

 y∫
0

f(x, y)dx+

1∫
y

f(x, y)dx

 dy =



5.6. ÑÂÅÆÄÀÍÅ ÍÀ ÊÐÀÒÍÈÒÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ ÄÎ ÏÎÂÒÎÐÍÈ 127

=

1∫
0

(
y

y2
− x−1

−1

∣∣∣∣1
x=y

)
dy =

1∫
0

(
1

y
+ 1− 1

y

)
dy =

1∫
0

dy = 1,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å ðåçóëòàòúò çàâèñè îò ðåäà íà èíòåãðèðàíå. �
Àêî ñå èçèñêâà äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàë âúðõó îáëàñò, êîÿòî íå å åëå-

ìåíòàðíà íèòî îòíîñíî îñòà Ox, íèòî îòíîñíî Oy, òî çà äà ñå ïðèëîæàò
ïîëó÷åíèòå ôîðìóëè, å íóæíî äà ñå ðàçäåëè äàäåíàòà îáëàñò íà ÷àñòè,
âñÿêà îò êîèòî å åëåìåíòàðíà ïîíå îòíîñíî åäíà îò êîîðäèíàòíèòå îñè. Àêî
òîâà å âúçìîæíî äà áúäå íàïðàâåíî, ïî ñèëàòà íà àäèòèâíîñòòà íà èíòåã-
ðàëà îòíîñíî ìíîæåñòâàòà, ïðåñìÿòàíåòî íà äâîéíèÿ èíòåãðàë ñå ñâåæäà
äî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëèòå âúðõó ïîëó÷åíèòå ÷àñòè, à ïîñëåäíèòå ñå
ñâåæäàò äî ïîâòîðíè, ñúãëàñíî ôîðìóëèòå (5.6.1) è (5.6.10).

5.6.2 Îáîáùåíèå çà m−ìåðíèÿ ñëó÷àé

Íåêà îáëàñòòà G ⊂ Rm, Rm−1 å õèïåððàâíèíàòà xm = 0, a Gxm e íåéíàòà
ïðîåêöèÿ âúðõó õèïåððàâíèíàòà Rm−1, ò.å. Gxm = ïð Rm−1G. Ñ äðóãè äóìè,

Gxm = {(x1, x2, . . . , xm−1) : ∃xm, (x1, x2, · · · . . . , xm) ∈ G} .

Äåôèíèöèÿ 5.6.3 Îáëàñòòà G ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà îòíîñíî îñòà
xm, àêî íåéíàòà ïðîåêöèÿ Gxm å êóáèðóåìà (èçìåðèìà), à ãðàíèöàòà �è ñå
ñúñòîè îò ãðàôèêèòå íà äâå ôóíêöèè φ(x1, x2, . . . xm−1) è ψ(x1, x2, . . . xm−1),
íåïðåêúñíàòè âúðõó ìíîæåñòâîòî [Gxm], òàêèâà, ÷å φ(x1, x2, . . . xm−1) 5
ψ(x1, x2, . . . xm−1), (x1, x2, . . . xm−1) ∈ [Gxm] è åâåíòóàëíî ÷àñò îò öèëèí-
äúð ñ îñíîâà ãðàíèöàòà ∂Gxm íà îáëàñòòà Gxm.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî îáëàñòòà G å åëåìåíòàðíà îòíîñíî îñòà xm, òî
òÿ å èçìåðèìà. Íàèñòèíà, íåéíàòà ïðîåêöèÿ Gxm å êóáèðóåìà îáëàñò, è
ñëåäîâàòåëíî å îãðàíè÷åíà (ïî äåôèíèöèÿ). Ïîðàäè òîâà, ãðàíèöàòà íà
îáëàñòòà G, êîÿòî ñå ñúñòîè îò ãðàôèêèòå íà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè âúðõó
êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî [Gxm] è åâåíòóàëíî ÷àñò îò öèëèíäúð ñ îñíîâà,
êîÿòî èìà ìÿðêà íóëà (µ(∂Gxm) = 0, ïîðàäè êóáèðóåìîñòòà íà Gxm), ñúùî
èìà ìÿðêà íóëà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî f : [G] −→ R e íåïðåêúñíàòà, òåîðåìàòà íà Ôó-
áèíè ñå îáîáùàâà è å âàëèäíà ñëåäíàòà ôîðìóëà∫

· · ·
∫

G

f(x1, x2, . . . xm)dx1dx2 . . . dxm =
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=

∫
· · ·
∫

Gxm

dx1dx2 . . . dxm−1

ψ(x1,x2,...xm−1)∫
φ(x1,x2,...xm−1)

f(x1, x2, . . . xm)dxm.

Ïðèìåð 5.6.3 Çà èëþñòðàöèÿ å ïðåñìåòíàò èíòåãðàëúò
∫∫∫
T

xy2z3dxdydz

ïî îãðàíè÷åíà îáëàñò T , çàãðàäåíà îò ïîâúðõíèíèòå ñ óðàâíåíèÿ

z = xy, y = x, x = 1, z = 0.

Èìàìå ∫∫
T

xy2z3dxdydz =

1∫
0

xdx

x∫
0

y2dy

xy∫
0

z3dz =

=
1

4

1∫
0

x5dx

x∫
0

y6dy =

1∫
0

x12dx =
1

364
· �

5.7 Ïðèëîæåíèå íà ìíîãîêðàòíèòå èíòåãðàëè

â ãåîìåòðèÿòà

Íåêà G ⊂ Rm å èçìåðèìî (êóáèðóåìî) ìíîæåñòâî. Êàêòî å èçâåñòíî îò
Òåîðåìà 5.5.1, ìÿðêàòà íà G ñå èçðàçÿâà ñ ôîðìóëàòà ïî-äîëó

µ(G) =

∫
dG. (5.7.1)

Ïî òàêúâ íà÷èí ïîñðåäñòâîì m-êðàòåí èíòåãðàë ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå
ìÿðêàòà íà êóáèðóåìî ìíîæåñòâî â m-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî (ò.å. ëèöåòî
� â äâóìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî è îáåìúò � â òðèìåðíîòî). Àêî m-êðàòíèÿò
èíòåãðàë ìîæå äà ñå ñâåäå äî ïîâòîðåí, òî ïðåñìÿòàíåòî íà ìÿðêàòà íà êó-
áèðóåìî ìíîæåñòâî G ñå ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíå íà (m−1)-êðàòåí èíòåãðàë.

È òàêà, àêî m = 2, ïëîùòà íà èçìåðèìàòà ðàâíèííà îáëàñò D ⊂ R2 ñå
ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

S(D) = µ(D) =

∫∫
D

dxdy, (5.7.2)
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a àêî m = 3, îáåìúò íà èçìåðèìàòà ïðîñòðàíñòâåíà îáëàñò T ⊂ R3 ñå
ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

V (T ) = µ(T ) =

∫∫∫
T

dxdydz, (5.7.3)

êîèòî ñà ïðÿêî ïðèëîæåíèå íà ôîðìóëàòà (5.7.1). Àêî îñâåí òîâà èíòåã-
ðàëúò (5.7.3) ìîæå äà ñå ñâåäå äî ïîâòîðåí, è D å ïðîåêöèÿ íà òÿëîòî T
âúðõó R2 (ïðèìåðíî âúðõó ðàâíèíàòà xOy), à T å ðàçïîëîæåíî ìåæäó ïî-
âúðõíèíèòå z = f1(x, y) è z = f2(x, y), êàòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
f1(x, y) ≤ f2(x, y) ïðè (x, y) ∈ D, ôîðìóëàòà çà îáåì ìîæå äà ñå çàïèøå è
âúâ âèäà

V (T ) = µ(T ) =

∫∫
D

[f2(x, y)− f1(x, y)] dxdy. (5.7.4)

Äðóãà ïîëåçíà ôîðìóëà å òàçè, çà íàìèðàíå ëèöå íà ÷àñò îò ïîâúðõíèíà,
çàêëþ÷åíà â öèëèíäðè÷íà ïîâúðõíèíà. Ñ äðóãè äóìè, àêî D ⊂ R2 å êâàä-
ðèðóåìà îáëàñò è ïîâúðõíèíàòà S å äåôèíèðàíà â çàòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
[D], ò.å.

S : z = f(x, y), êúäåòî f : [D] −→ R,

êàòî ïðè òîâà f e íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â D, òî ëèöåòî íà òàçè
ïîâúðõíèíà ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

σ = σ(S) =

∫∫
D

√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dxdy. (5.7.5)

Çà èëþñòðàöèÿ íà ôîðìóëàòà (5.7.5) å ðàçãëåäàí ñëåäâàùèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.7.1 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà
S : z =

√
x2 + y2, ðàçïîëîæåíà âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäðè÷íàòà

ïîâúðõíèíà ñ óðàâíåíèå x2 + y2 = 2x.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îáëàñòòà D â òîçè ïðèìåð å îòâîðåíèÿò êðúã ñ öåíòúð
òî÷êàòà (1, 0) è ðàäèóñ 1, òúé êàòî x2 + y2 = 2x ⇔ (x− 1)2 + y2 = 1. Îñâåí
òîâà

z′x =
x√

x2 + y2
, z′y =

y√
x2 + y2

;
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 =

√
2.
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Òîãàâà ôîðìóëàòà (5.7.5) äàâà

σ = σ(S) =

∫∫
D

√
2 dxdy =

√
2

∫∫
D

dxdy =
√
2µ(D) =

√
2 π. �

5.8 Ìàòðèöàòà íà ßêîáè è ÿêîáèaí íà

èçîáðàæåíèå

Íåêà x ∈ D ⊂ Rm è f : D −→ Rn, ò.å. y ∈ Rn ñå çàäàâà ñúñ ñèñòåìàòà
ôóíêöèè 

y1 = f1(x1, x2, . . . xm),
y2 = f2(x1, x2, . . . xm),

. . . ,
yn = fn(x1, x2, . . . xm).

(5.8.1)

Äåôèíèöèÿ 5.8.1 Íåêà â òî÷êàòà x0 ∈ D ñúùåñòâóâàò ïúðâèòå ÷àñò-
íè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèèòå fi (i = 1÷m) îò (5.8.1), òîãàâà ìàòðèöàòà
îò âñè÷êè òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà x0∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xm

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xm

· · · · · · · · · · · ·
∂yn
∂x1

∂yn
∂x2

· · · ∂yn
∂xm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(5.8.2)

ñå íàðè÷à ìàòðèöà íà ßêîáè çà èçîáðàæåíèåòî f(x).

Â ñëó÷àÿ m = n ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå äåòåðìèíàíòàòà J(x1, x2, . . . xm)
íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè (5.8.2)

J(f ; x1, x2, . . . xm) =
D(y1, y2, . . . ym)

D(x1, x2, . . . xm)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xm

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xm

· · · · · · · · · · · ·
∂ym
∂x1

∂ym
∂x2

· · · ∂ym
∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.8.3)
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Äåôèíèöèÿ 5.8.2 Äåòåðìèíàíòàòà (5.8.3) ñå íàðè÷à îùå ÿêîáèàí íà
èçîáðàæåíèåòî f(x) (îçíà÷àâà ñå êðàòêî ñ J(x1, x2, . . . xm), à ïîíÿêîãà
ïðîñòî ñ J(f)).

Äà îòáåëåæèì, ÷å ÿêîáèàíúò íà ñèñòåìà îò ôóíêöèè âúçíèêâà ïî åñòåñ-
òâåí íà÷èí ïðè èçó÷àâàíå íà ðàçëè÷íè âúïðîñè îò òåîðèÿòà íà ôóíêöèèòå
íà ìíîãî ïðîìåíëèâè. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà ïî-äîëó ñà äàäåíè íÿêîè îò
îñíîâíèòå ìó ñâîéñòâà, êîèòî ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïð. â Êóäðÿâöåâ [3,
Ãë. 5, §41], íî ïîðàäè îãðàíè÷åíèÿ áðîé ñòðàíèöè, äîêàçàòåëñòâàòà èì òóê
ñà ïðîïóñíàòè. Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì òåõíèòå ôîðìóëèðîâêè, äà äàäåì
ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 5.8.3 Èçîáðàæåíèåòî f : G −→ Rm (G ⊂ Rm), äàäåíî ñ
(5.8.1), ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå, àêî âñè÷-
êè ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà fi (i = 1 ÷ m) ñúùåñòâóâàò â G è ñà
íåïðåêúñíàòè òàì.

Òåîðåìà 5.8.1 Íåêà

y = f(x) = {yi = fi(x1, x2, . . . xm), i = 1÷m}

e âçàèìíî åäíîçíà÷íî íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå îò îò-
âîðåíîòî ìíîæåñòâî G ⊂ Rm âúðõó îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G̃ ⊂ Rm.
Íåêà îñâåí òîâà è îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå

x = f−1(y) = {xi = f−1
i (y1, y2, . . . ym), i = 1÷m}

(êîåòî ñúùî å åäíîçíà÷íî) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî â ñâîåòî äè-

ôåíèöèîííî ìíîæåñòâî G̃. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà

D(y1, y2, . . . ym)

D(x1, x2, . . . xm)
.
D(x1, x2, . . . xm)

D(y1, y2, . . . ym)
= 1.

Òàçè ôîðìóëà ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

D(x1, x2, . . . xm)

D(y1, y2, . . . ym)
=

1

D(y1, y2, . . . ym)

D(x1, x2, . . . xm)

, (5.8.4)

ò.å. ÿêîáèàíúò íà èçîáðàæåíèåòî, êîåòî å îáðàòíî íà äàäåíî èçîáðàæå-
íèå, å ðàâåí íà ðåöèïðî÷íàòà ñòîéíîñò íà ÿêîáèàíà íà äàäåíîòî èçîáðà-
æåíèå.
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Çàáåëåæêà 5.8.1 Äà îòáåëåæèì, ÷å íèòî åäèí îò äâàòà ÿêîáèàíà íå
ñòàâà ðàâåí íà íóëà, çàùîòî òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å ðàâíî íà 1.

Çàáåëåæêà 5.8.2 Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (m = 1) ôîðìóëàòà (5.8.4) ñå
ñâåæäà äî äîáðå èçâåñòíàòà ôîðìóëà çà ïðîèçâîäíà íà îáðàòíà ôóíêöèÿ

dy

dx
=

1

dx

dy

,

ïîðàäè êîåòî (5.8.4) å íåéíî îáîáùåíèå.

Äà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà èçîáðàæåíèå, îáðàòíî íà
äàäåíî. Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé (m = 1), aêo f(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåí-
öèðóåìà ôóíêöèÿ â äàäåí èíòåðâàë è f ′(x) ̸= 0, òî f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííà,
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà îáðàòíà ôóíêöèÿ. Ïðè m > 1 íåùàòà
ñå óñëîæíÿâàò è îòãîâîð íà âúïðîñà èìà ñàìî ëîêàëíî. Ïî-òî÷íî, â ñèëà å
ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.8.2 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, f : G −→ Rm

y = f(x) =


y1 = f1(x1, x2, . . . xm)
y2 = f2(x1, x2, . . . xm)

. . .
ym = fm(x1, x2, . . . xm)

å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå è íåêà òî÷êàòà x(0) ∈ G,
à y(0) = f

(
x(0)
)
∈ Rm. Àêî îñâåí òîâà, ÿêîáèaíúò íà òîâà èçîáðàæåíèå

å ðàçëè÷åí îò íóëà â òî÷êàòà x(0), òî ñúùåñòâóâàò òàêèâà îêîëíîñòè
Ux(0) è Uy(0) ñúîòâåòíî íà òî÷êèòå x

(0) è y(0), ÷å èçîáðàæåíèåòî f å âçà-
èìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå îò Ux(0) âúðõó Uy(0), ò.å. f : Ux(0) −→ Uy(0),
è îáðàòíîòî ìó èçîáðàæåíèå å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî â ìíîæåñ-
òâîòî Uy(0).

Ñëåäñòâèå 5.8.2.1 Íåêà G ⊂ Rm å îòâîðåíî ìíîæåñòâî è F : G −→ Rm

å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî â G, à ÿêîáèàíúò J(F ) å ðàçëè÷åí îò
íóëà âúðõó G. Òîãàâà F (G) ñúùî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 5.8.3 (Ïðèíöèï çà çàïàçâàíå íà îáëàñòòà) Îáðàçúò íà m-
ìåðíà îáëàñò (îòâîðåíî è ñâúðçàíî ìíîæåñòâî) â m-ìåðíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî ïðè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå ñ íåíóëåâ ÿêîáèaí
å îáëàñò, ò.å. àêî:
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1) G ⊂ Rm å îáëàñò,

2) F : G −→ Rm å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå,

3) J(F ) ̸= 0 âúðõó G,

òî F (G) ñúùî å îáëàñò.

Ïî-íàòàòúê å ðàçãëåäàí âúïðîñúò çà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ìîäóëà íà
ÿêîáèàíà. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà òîâà å íàïðàâåíî ïúðâî â ïðîñòðàíñòâîòî
R2. Çà öåëòà, íåêà G, G∗ ⊂ R2 ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà è èçîáðàæåíèåòî
F : G −→ G∗, êàòî F å çàäàäåíà ñ äâîéêàòà ôóíêöèè

x = x(u, v), y = y(u, v), (5.8.5)

è ïðåäïîëàãàìå, ÷å èçîáðàæåíèåòî F óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1) Èçîáðàæåíèåòî F å âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå îò G âúðõó G∗,

2) Èçîáðàæåíèåòî F å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âúðõó G,

3) ßêîáèàíúò J(u, v) = ∂(x,y)
∂(u,v) ̸= 0 âúðõó G.

Äà îòáåëåæèì îùå âåäíúæ, ÷å èçîáðàæåíèåòî F−1, êîåòî å îáðàòíî íà
F , ñúùî å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå
è ÿêîáèàíúò ìó å ðàçëè÷åí îò íóëà âúðõó G∗.

Ëåìà 5.8.1 Àêî γ ⊂ G å ïî ÷àñòè ãëàäêà êðèâà, òî è íåéíèÿò îáðàç
γ∗ = F (γ) ñúùî å ïî ÷àñòè ãëàäêà êðèâà.

Çàáåëåæêà 5.8.3 Àêî γ ⊂ G å ïðîñò çàòâîðåí êîíòóð, òî ïîðàäè âçà-
èìíàòà åäíîçíà÷íîñò íà F , íåãîâèÿò îáðàç γ∗ = F (γ) ñúùî å ïðîñò çàò-
âîðåí êîíòóð.

Ëåìà 5.8.2 Àêî Γ å îòâîðåíî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî è [Γ] ⊂ G, òîãàâà
Γ∗ = F (Γ) ñúùî å îòâîðåíî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî è

∂F (Γ) = F (∂Γ). (5.8.6)

Àêî îñâåí òîâà ∂Γ ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé ïî ÷àñòè ãëàäêè êðèâè, òî
îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà Γ è F (Γ) ñà êâàäðèðóåìè.
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Íåêà ñåãà (u0, v0) ∈ G è h ∈ R å ðåàëíî ÷èñëî, è äà ðàçãëåäàìå çàòâî-
ðåíèÿ êâàäðàò S ñ âúðõîâå â òî÷êèòå

(u0, v0), (u0 + h, v0), (u0 + h, v0 + h), (u0, v0 + h). (5.8.7)

Íåêà S ⊂ G (çà �äîñòàòú÷íî ìàëêè� h òîâà âêëþ÷âàíå âèíàãè ñå èçïúëíÿ-
âà). Ãðàíèöàòà ∂S íà êâàäðàòà S, êîÿòî ñå ñúñòîè îò ÷åòèðèòå ìó ñòðàíè,
î÷åâèäíî å ïðîñò çàòâîðåí ïî ÷àñòè ãëàäúê êîíòóð. Ïîðàäè Ëåìà 5.8.2 ìíî-
æåñòâîòî S∗ = F (S) å çàòâîðåíà êâàäðèðóåìà îáëàñò (ôàêòúò, ÷å S∗ å çàò-
âîðåíà îáëàñò, ñëåäâà îò ïðèíöèïà çà çàïàçâàíå íà îáëàñòòà, âèæ Òåîðåìà
5.8.3). Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.8.4 Íåêà èçîáðàæåíèåòî F îò îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G ⊂
R2 âúðõó îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G∗ ⊂ R2 å âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðå-
êúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âúðõó G è íåêà ÿêîáèàíúò ìó J(u, v) ̸= 0 âúðõó
G. Òîãàâà, àêî S å êâàäðàò ñ âúðõîâå (5.8.7), òî

µ(F (S))

µ(S)
= |J(u0, v0)|+ ε(u0, v0, h), (5.8.8)

êúäåòî ôóíêöèÿòà ε = ε(u0, v0, h) êëîíè êúì íóëà, êîãàòî h → 0. Ïðè
òîâà ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà îòíîñíî (u0, v0), âúðõó âñÿêî çàòâîðåíî
è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî A ⊂ G, çà êîåòî (u0, v0) ∈ A.

Ñëåäñòâèå 5.8.4.1 Çà âñÿêà òî÷êà (u0, v0) íà îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G
å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
h→0

µ(F (S))

µ(S)
= |J(u0, v0)|. (5.8.9)

Â îáùèÿ ñëó÷àé íà m-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî òàçè òåîðåìà ñå îáîáùàâà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí.

Òåîðåìà 5.8.5 Íåêà ìíîæåñòâàòà G, G∗ ⊂ Rm ñà îòâîðåíè ìíîæåñò-
âà è èçîáðàæåíèåòî F : G −→ G∗ å çàäàäåíî ñ m-òîðêàòà ôóíêöèè

x = F (t) = {xi = xi(t1, . . . , tm), i = 1, 2, . . . ,m}. (5.8.10)

Íåêà F å âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âúðõó G è
ÿêîáèàíúò ìó

J(t) =
∂(x1, . . . , xm)

∂(t1, . . . , tm)
̸= 0, t ∈ G,
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a S å m-ìåðíèÿò êóá

S = {t : t0i ≤ ti ≤ t0i + h, i = 1, 2, . . . ,m} ⊂ G, t0 = (t01, t
0
2, . . . , t

0
m).

Òîãàâà

lim
h→0

µ(F (S))

µ(S)
= |J(t0)|, (5.8.11)

ïðè òîâà, àêî

µ(F (S))

µ(S)
= |J(t0)|+ ε(t0, h), (5.8.12)

òî çà âñÿêî îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî A ⊂ G, ôóíêöèÿòà
ε = ε(t0, h), äåôèíèðàíà çà t0 ∈ A, êëîíè ðàâíîìåðíî êúì íóëà âúðõó ìíî-
æåñòâîòî A, ïðè h→ 0.

Çà ïúëíîòà, ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî G, G∗ ⊂ R3 ñà îòâîðåíè ìíî-
æåñòâà, èçîáðàæåíèåòî F : G −→ G∗ å çàäàäåíî ñ òðîéêàòà ôóíêöèè:

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w), (5.8.13)

è F óäîâëåòâîðÿâà ñúùèòå óñëîâèÿ, êàêòî ïî-ãîðå, òîãàâà ìîãàò äà ñå çà-
ïèøàò ñëåäíèòå ìîäèôèêàöèè íà Ëåìà 5.8.1 è 5.8.2.

Ëåìà 5.8.3 Àêî S ⊂ G å ïî ÷àñòè ãëàäêà ïîâúðõíèíà â R3, òî è íåéíèÿò
îáðàç S∗ = F (S) ñúùî å ïî ÷àñòè ãëàäêà ïîâúðõíèíà.

Çàáåëåæêà 5.8.4 Àêî S ⊂ G å ïðîñòa çàòâîðåía ïîâúðõíèíà, òî ïîðàäè
âçàèìíàòà åäíîçíà÷íîñò íà F , íåéíèÿò îáðàç S∗ = F (S) ñúùî å ïðîñòa
çàòâîðåía ïîâúðõíèíà.

Ëåìà 5.8.4 Àêî Γ å îòâîðåíî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî è [Γ] ⊂ G, òîãàâà
Γ∗ = F (Γ) ñúùî å îòâîðåíî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî è

∂F (Γ) = F (∂Γ). (5.8.14)

Àêî îñâåí òîâà ∂Γ ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé ïî ÷àñòè ãëàäêè ïîâúðõíèíè,
òî îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà Γ è F (Γ) ñà èçìåðèìè.
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5.9 Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â ìíîãîêðàòåí

èíòåãðàë

Çà óäîáñòâî, â íà÷àëîòî ñà çàïàçåíè îçíà÷åíèÿòà è ïðåäïîëîæåíèÿòà
îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, ò.å. ïðåäïîëàãà ñå, ÷å F å íåïðåêúñíàòî äèôåðåí-
öèðóåìî èçîáðàæåíèå îò îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî G ⊂ R2 âúðõó îòâîðåíîòî
ìíîæåñòâî G∗ ⊂ R2 ñ ÿêîáèàí, ðàçëè÷åí îò íóëà â G. Íåêà Γ è Γ∗ ñà
êâàäðèðóåìè (è ñëåäîâàòåëíî îãðàíè÷åíè) îòâîðåíè ìíîæåñòâà, [Γ] ⊂ G,
[Γ∗] ⊂ G∗, è íåêà F ([Γ]) = [Γ∗]. Òîãàâà F èçîáðàçÿâà âúòðåøíèòå òî÷êè íà
Γ âúâ âúòðåøíèòå òî÷êè íà Γ∗, à êîíòóðà ∂Γ � â êîíòóðà ∂Γ∗.

Òåîðåìà 5.9.1 (çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â äâóêðàòåí èíòåãðàë)
Íåêà ôóíêöèÿòà

f : [Γ∗] −→ R
å íåïðåêúñíàòà âúðõó [Γ∗]. Òîãàâà e â ñèëà ôîðìóëàòà∫∫

Γ∗

f(x, y)dxdy =

∫∫
Γ

f (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (5.9.1)

Âåðíîñòòà íà (5.9.1) îñòàâà â ñèëà è ïðè ìàëêî ïî-îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî
ÿêîáèàíúò íà èçîáðàæåíèåòî F ñòàâà íóëà âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà íà
èíòåãðèðàíå, à ñàìîòî èçîáðàæåíèå íå å âçàèìíî åäíîçíà÷íî âúðõó òàçè
ãðàíèöà. Ïî-òî÷íî, â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.9.2 Íåêà G, G∗ ⊂ R2 ñà îòâîðåíè èçìåðèìè ìíîæåñòâà è

x = x(u, v), y = y(u, v)

e íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå îò [G] âúðõó [G∗], êîåòî å âçàèìíî åäíîç-
íà÷íî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî èçîáðàæåíèå îò G âúðõó G∗. Íåêà
ÿêîáèàíúò íà òîâà èçîáðàæåíèå

J(u, v) =
∂(x, y)

∂(u, v)

å ðàçëè÷åí îò íóëà â G è íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæèì âúðõó [G]. Íåêà îñâåí
òîâà ôóíêöèÿòà

f : [G∗] −→ R
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e íåïðåêúñíàòà âúðõó ìíîæåñòâîòî [G∗]. Òîãàâà e â ñèëà ôîðìóëàòà∫∫
G∗

f(x, y)dxdy =

∫∫
G

f (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (5.9.2)

Ïî-íàäîëó òîêó-ùî èçëîæåíàòà òåîðèÿ å èëþñòðèðàíà ñúñ ñëåäíèÿ ïðè-
ìåð.

Ïðèìåð 5.9.1 Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫∫
x2+y2<1

cos
(
π
√
x2 + y2

)
dxdy.

Çà öåëòà, íåêà äà âúâåäåì íîâèòå ïðîìåíëèâè ρ è φ ïî ôîðìóëèòå

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ. (∗)

Òîãàâà ìîäóëúò íà ÿêîáèàíà íà ñìÿíàòà ñå äàâà ñ èçðàçà (âèæ (5.9.6))

∆ = |J(ρ, φ)| = ρ.

Èçîáðàæåíèåòî (∗) èçîáðàçÿâà ïðàâîúãúëíèêà

G = {(ρ, φ) : 0 < ρ < 1, −π < φ < π}

âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî è ñ ÿêîáèàí, ðàçëè÷åí
îò íóëà âúðõó êðúãà

K =
{
(x, y) : x2 + y2 < 1

}
,

îò êîéòî å ïðåìàõíàò ðàäèóñúò, ëåæàù âúðõó îòðèöàòåëíàòà ÷àñò íà îñòà
Ox, ò.e. èçîáðàæåíèåòî (∗) èçîáðàçÿâà ïðàâîúãúëíèêà G âúðõó ìíîæåñò-
âîòî

G∗ = K \ {(x, y) : x ≤ 0, y = 0} .
Îñâåí òîâà, èçîáðàæåíèåòî (∗) èçîáðàçÿâà çàòâîðåíèÿ ïðàâîúãúëíèê [G]
âúðõó çàòâîðåíèÿ êðúã

[G∗] = [K] =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 1

}
,
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ïðè êîåòî âúðõó êîíòóðà íà [G] òîâà èçîáðàæåíèå âå÷å íå å âçàèìíî åä-
íîçíà÷íî. ßêîáèàíúò íà èçîáðàæåíèåòî (∗) å íåïðåêúñíàò âúðõó [G] à â
åäíà òî÷êà îò êîíòóðà (êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî), òîé èìà ñòîéíîñò íóëà.
Ñëåäîâàòåëíî èçîáðàæåíèåòî (∗) óäîâëåòâîðÿâà âñè÷êè óñëîâèÿ, íàëîæåíè
â Òåîðåìà 5.9.2, è çàòîâà ìîæå äà ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà (5.9.2) çà ñìÿíà
íà ïðîìåíëèâèòå â èíòåãðàëà. Òàêà ñå ïîëó÷àâà ïîñëåäîâàòåëíî∫∫

x2+y2<1

cos
(
π
√
x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
G

ρ cos (πρ) dρ dφ =

=

π∫
−π

dφ

1∫
0

ρ cos (πρ) dρ = − 4

π
· �

Ïîñëåäíàòà òåîðåìà ñå îáîáùàâà â m-ìåðíèÿ ñëó÷àé ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Òåîðåìà 5.9.3 Íåêà G, G∗ ⊂ Rm ñà îòâîðåíè êóáèðóåìè ìíîæåñòâà.
Íåêà F : [G] −→ [G∗] å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, çàäàäåíî ñ óðàâíåíè-
ÿòà (5.8.10), âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âúðõó
G, è ÿêîáèàíúò ìó

J(t) =
∂(x1, . . . , xm)

∂(t1, . . . , tm)
̸= 0, t ∈ G,

å íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæèì âúðõó [G]. Òîãàâà, àêî ôóíêöèÿòà

f : [G∗] −→ R

å íåïðåêúñíàòà âúðõó [G∗], òî∫
f(x)dG∗ =

∫
f(x(t))|J(t)|dG. (5.9.3)

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå â ìíîãîêðàòíèòå èíòåãðàëè
÷åñòî îïðîñòÿâà èçñëåäâàíåòî è ïðåñìÿòàíåòî íà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåãðàë.
Ïðè òîâà, çà ðàçëèêà îò åäíîêðàòíèòå èíòåãðàëè, íåðÿäêî öåëòà íà ñìÿíàòà
íà ïðîìåíëèâèòå íå å äà ñå îïðîñòè ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ, à îáëàñòòà
íà èíòåãðèðàíå, âúïðåêè èçâåñòíî åâåíòóàëíî óñëîæíÿâàíå íà ïîäèíòåã-
ðàëíàòà ôóíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñò, â ñëó÷àÿ m = 2 øèðîêî èçïîëçâàíà å òàêà íàðå÷åíàòà ïî-
ëÿðíà ñìÿíà, çàäàäåíà ñ ðàâåíñòâàòà

F (ρ, φ) =

{
x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ.

(5.9.4)
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Çà äà ñå îïèøå R2, ïðîìåíëèâèòå ρ è φ ñå èçìåíÿò êàêòî ñëåäâà:

ρ ≥ 0, 0 5 φ < 2π, (5.9.5)

a ÿêîáèàíúò èìà ñòîéíîñò

J(ρ, φ) =

∣∣∣∣ x′ρ x′φ
y′ρ y′φ

∣∣∣∣ = det

(
cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

)
= ρ,

è ñëåäîâàòåëíî íåãîâèÿò ìîäóë

∆ = |J(ρ, φ, z)| = ρ. (5.9.6)

Ëåêî îáîáùåíèå ïðåäñòàâëÿâà ñëåäíàòà ñìÿíà,

F (ρ, φ) =

{
x = aρ cosφ
y = bρ sinφ

(a, b > 0), (5.9.7)

èçâåñòíà êàòî îáîáùåíà ïîëÿðíà ñìÿíà, çà êîÿòî â îáùèÿ ñëó÷àé

ρ ≥ 0, 0 5 φ < 2π, (5.9.8)

a ìîäóëúò íà ÿêîáèàíà å

∆ = |J(ρ, φ)| = abρ. (5.9.9)

Äðóãà îáîáùåíà ñìÿíà å íàïðèìåð ñìÿíàòà, çàäàäåíà ñ

F (ρ, φ) =

{
x = aρ cos k φ
y = bρ sin k φ

(a, b > 0, k = 2, 3, . . . ), (5.9.10)

èçâåñòíà ñúùî êàòî îáîáùåíà ïîëÿðíà ñìÿíà, çà êîÿòî â îáùèÿ ñëó÷àé

ρ ≥ 0, 0 5 φ < 2π, (5.9.11)

a ìîäóëúò íà ÿêîáèàíà å

∆ = |J(ρ, φ)| = abkρ cos k−1 φ sin k−1 φ. (5.9.12)

Òàçè åêçîòè÷íà ñìÿíà å èëþñòðèðàíà ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.9.2 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà

A∗ =
{
(x, y) : x2/3 + y2/3 ≤ a2/3, a > 0

}
.
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Ôèãóðà 5.9.1: A∗ ⊂ R2 Ôèãóðà 5.9.2

Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà äàäåíàòà ôèãóðà, íåéíîòî ëèöå ìîæå äà ñå ïðåñ-
ìåòíå, êàòî ïúðâî ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ÷àñòòà A∗

1, ðàçïîëîæåíà â ïúðâè
êâàäðàíò, è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ñå óìíîæè ïî 4. Çà äà ñå ïðåñìåòíå òîâà
ëèöå, ìîæå äà ñå èçâúðøè ñëåäíàòà ñìÿíà

x = ρ cos 3 φ, y = ρ sin 3 φ,

êîÿòî âîäè äî îãðàíè÷åíèÿòà 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π çà (ρ, φ) ∈ A è èìà
ÿêîáèàí ñ ìîäóë

∆ = |J(ρ, φ)| = 3ρ cos 2 φ sin 2 φ,

ïîðàäè êîåòî

µ(A∗) = 4µ(A∗
1) = 4

∫∫
A∗

1

dxdy = 12

π/2∫
0

cos 2 φ sin 2 φ dφ

a∫
0

ρ dρ =
3πa2

8
· �

Â ñëó÷àÿ m = 3 ñúùî ìîæå äà ñå èçïîëçâà îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå íà
ïðîìåíëèâèòå x, y, z âìåñòî x1, x2, x3. Òîãàâà Òåîðåìà 5.9.3 ñå çàïèñâà âúâ
âèäà

Òåîðåìà 5.9.4 Íåêà G, G∗ ⊂ R3 ñà îòâîðåíè êóáèðóåìè ìíîæåñòâà. Íå-
êà F : [G] −→ [G∗] å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, çàäàäåíî ÷ðåç ñèñòåìàòà
ôóíêöèè

F (u, v, w) =

 x = x(u, v, w)
y = y(u, v, w)
z = z(u, v, w)

,
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âçàèìíî åäíîçíà÷íî è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìî âúðõó G, è ÿêîáèà-
íúò ìó

J(u, v, w) =
D(x, y, z)

D(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u x′v z′w

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (u, v, w) ∈ G,

å íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæèì âúðõó [G]. Íåêà îñâåí òîâà ôóíêöèÿòà

f : [G∗] −→ R

å íåïðåêúñíàòà âúðõó [G∗], òîãàâà∫∫∫
G∗

f(x, y, z)dxdydz =

=

∫∫∫
G

f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |J(u, v, w)| dudvdw. (5.9.13)

×åñòî èçïîëçâàíè ñìåíè íà ïðîìåíëèâèòå ïðè òðîéíèòå (òðèêðàòíèòå)
èíòåãðàëè ñà öèëèíäðè÷íàòà ñìÿíà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà

F (ρ, φ, z) =

 x = ρ cosφ
y = ρ sinφ
z = z

, (5.9.14)

è îáîáùåíàòà öèëèíäðè÷íà ñìÿíà

F (ρ, φ, z) =

 x = aρ cosφ
y = bρ sinφ
z = z

(a, b > 0). (5.9.15)

Çà äà ñå îïèøå öÿëîòî R3, äèàïàçîíúò íà èçìåíåíèå íà ïðîìåíëèâèòå ρ, φ
è z å êàêòî ñëåäâà

0 5 ρ, 0 5 φ < 2π, −∞ < z <∞, (5.9.16)

à ìîäóëèòå íà ÿêîáèàíèòå ñà ñúîòâåòíî

∆ = |J(ρ, φ, z)| = ρ è ∆ = |J(ρ, φ, z)| = abρ. (5.9.17)
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Äðóãà óäîáíà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â òðîéíèòå èíòåãðàëè å ñôåðè÷-
íàòà ñìÿíà, çàäàäåíà ñúñ ñèñòåìàòà ôóíêöèè

F (ρ, φ, ψ) =

 x = ρ sinψ cosφ,
y = ρ sinψ sinφ,
z = ρ cosψ.

. (5.9.18)

Çà äà ñå îïèøå R3, ïðîìåíëèâèòå ρ, φ è ψ ñå ìåíÿò â ñëåäíèòå èíòåðâàëè

0 5 ρ, 0 5 φ < 2π, 0 5 ψ 5 π, (5.9.19)

à ìîäóëúò íà ÿêîáèàíà ñå äàâà ñ ðàâåíñòâîòî

∆ = |J(ρ, φ, ψ)| = ρ2 sinψ. (5.9.20)

Ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà è ñëåäíàòà âàðèàöèÿ íà ñôåðè÷íàòà ñìÿíà

F (ρ, φ, θ) =

 x = ρ cos θ cosφ,
y = ρ cos θ sinφ,
z = ρ sin θ,

(5.9.21)

ñ îáùè íåðàâåíñòâà çà ïðîìåíëèâèòå ρ, φ è θ (çà äà ñå îïèøå R3), êàêòî
ñëåäâà

0 5 ρ, 0 5 φ < 2π, −π
2
5 θ 5 π

2
, (5.9.22)

è ìîäóë íà ÿêîáèàíà

∆ = |J(ρ, φ, θ)| = ρ2 cos θ. (5.9.23)

Êàòî èëþñòðàöèÿ íà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â òðîåí èíòåãðàë å ðàçã-
ëåäàí ñëåäíèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.9.3 Äà ñå ïðåñìåòíå îáåìúò íà òÿëîòî

T ∗ =
{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ z, z ≤ 4

}
.

Çà ïðåñìÿòàíå íà îáåìà íà T ∗ å èçïîëçâàíà ôîðìóëàòà (5.7.3), â êîÿòî å
óäîáíî äà ñå íàïðàâè öèëèíäðè÷íà ñìÿíà x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z,
ïðè êîåòî ñå ïîëó÷àâà

µ(T ∗) =

∫∫∫
T ∗

dxdydz =

2π∫
0

dφ

2∫
0

ρ dρ

4∫
ρ2

dz = 8π. �



Ãëàâà 6

Êðèâîëèíåéíè è
ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè

6.1 Êðèâè è ïîâúðõíèíè â òðèìåðíîòî

ïðîñòðàíñòâî

Íåêà Γ ⊂ R3 å íåïðåêúñíàòà êðèâà ëèíèÿ (âèæ Äåôèíèöèÿ 1.4.10),
çàäàäåíà â ñëåäíèÿ ïàðàìåòðè÷åí âèä:

Γ : {r(t); t ∈ [α, β]} ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t); t ∈ [α, β]} (6.1.1)

â èíòåðâàëà [α, β] ⊂ R.

Äåôèíèöèÿ 6.1.1 Òî÷êàòà A = r(α) ñå íàðè÷à íà÷àëî íà êðèâàòà, à
òî÷êàòà B = r(β) � íåèí êðàé.

Äåôèíèöèÿ 6.1.2 Òî÷êà îò êðèâàòà Γ, êîÿòî å îáðàç íà ïîâå÷å îò åä-
íà òî÷êà îò èíòåðâàëà [α, β] (ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà íà÷àëîòî è
êðàÿ), ñå íàðè÷à òî÷êà íà ñàìîïðåñè÷àíå èëè êðàòíà òî÷êà íà òàçè êðè-
âà. Êðèâà, êîÿòî íÿìà äðóãè òî÷êè íà ñàìîïðåñè÷àíå (îñâåí åâåíòóàëíî
r(α) = r(β)) è òàêàâà, ÷å r(t) ̸= r(α) = r(β); t ∈ (α, β), ñå íàðè÷à ïðîñò
êîíòóð. Êðèâàòà Γ ñå íàðè÷à çàòâîðåíà êðèâà èëè çàòâîðåí êîíòóð, àêî
íà÷àëîòî �è ñúâïàäà ñ íåéíèÿ êðàé, ò.å. r(α) = r(β).

Äåôèíèöèÿ 6.1.3 Â ÷àñòíîñò, àêî êðèâàòà Γ ëåæè â íÿêàêâà ðàâíèíà,
òÿ ñå íàðè÷à ðàâíèííà. Àêî ïîñî÷åíàòà ðàâíèíà å êîîðäèíàòíàòà ðàâíè-
íà xOy, òî ïðåäñòàâÿíåòî íà òàçè êðèâà èìà âèäà:

Γ : {r(t); t ∈ [α, β]} ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = 0; t ∈ [α, β]} ,

143
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ïðè êîåòî óðàâíåíèåòî z = 0 îáèêíîâåíî íå ñå ïèøå, îñâåí àêî òîâà áè
äîâåëî äî íåäîðàçóìåíèå.

Ïðèâåäåíàòà äåôèíèöèÿ çà êðèâà èìà çà îñíîâà ôèçè÷íàòà ïðåäñòàâà
çà òðàåêòîðèÿ (ïúò) íà äâèæåùà ñå â ïðîñòðàíñòâîòî ìàòåðèàëíà òî÷êà.
Ðîëÿ íà ïàðàìåòúðà â òîçè ñëó÷àé ìîæå äà èãðàÿò âðåìåòî çà äâèæåíèå,
èçìèíàòèÿò ïúò è ò.í.

Ïî-íàäîëó ñà ïðèâåäåíè äåôèíèöèè íà íÿêîè ñïåöèàëíè âèäîâå íåïðå-
êúñíàòè êðèâè.

Äåôèíèöèÿ 6.1.4 Êðèâàòà Γ ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà, àêî êîîðäè-
íàòíèòå �è ôóíêöèè φ(t), ψ(t), χ(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè â [α, β], à

r′(t) = (φ′(t), ψ′(t), χ′(t)),

ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà íà ïðåäñòàâÿíåòî r(t) íà êðèâàòà. Àêî îñâåí òîâà
òåçè ôóíêöèè ñà è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè, òî êðèâàòà ñå íàðè÷à
íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà.

Äåôèíèöèÿ 6.1.5 Íåêà êðèâàòà Γ, çàäàäåíà ñ (6.1.1), å äèôåðåíöèðóåìà
êðèâà. Òî÷êàòà íà êðèâàòà Γ, â êîÿòî r′ ̸= 0, ñå íàðè÷à íåîñîáåíà, à
òî÷êàòà, â êîÿòî r′ = 0 � îñîáåíà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îò ðàâåíñòâîòî

|r′| =
√
φ ′ 2 + ψ ′ 2 + χ ′ 2

ñëåäâà, ÷å òî÷êàòà (φ(t), ψ(t), χ(t)) îò êðèâàòà Γ å íåîñîáåíà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî φ ′ 2(t) + ψ ′ 2(t) + χ ′ 2(t) > 0, ò.å. ïîíå åäíà îò ïðîèçâîäíèòå
φ ′(t), ψ ′(t) è χ ′(t) å ðàçëè÷íà îò íóëà. Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å êðèâàòà Γ èìà
äîïèðàòåëíà âúâ âñÿêà íåîñîáåíà òî÷êà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî r(t) ̸= r(α) = r(β); t ∈ (α, β), ïðè åäíî ïàðà-
ìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà äàäåíà êðèâà, òî òîâà óñëîâèå å èçïúëíåíî ïðè
âñÿêî äðóãî ïðåäñòàâÿíå. Äà îòáåëåæèì ñúùî òàêà, ÷å è ïîíÿòèåòî îñîáåíà
òî÷êà íå çàâèñè îò íà÷èíà, ïî êîéòî å çàäàäåíà êðèâàòà.

Äåôèíèöèÿ 6.1.6 Êðèâàòà Γ ñå íàðè÷à ãëàäêà, àêî å íåïðåêúñíàòî äè-
ôåðåíöèðóåìà êðèâà áåç îñîáåíè òî÷êè. Àêî äàäåíàòà êðèâà íå å ãëàäêà,
íî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà êðàåí áðîé ãëàäêè êðèâè, ñå êàçâà,
÷å òÿ å ïî ÷àñòè ãëàäêà (èëè ÷àñòè÷íî ãëàäêà).
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Äåôèíèöèÿ 6.1.7 Êðèâàòà ñå íàðè÷à ðåêòèôèöèðóåìà, àêî èìà êðàéíà
äúëæèíà.

Çà äà ïðåìèíåì êúì ïîíÿòèåòî ïîâúðõíèíà ñå íóæäàåì îò îùå åäíà
äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 6.1.8 Ìíîæåñòâîòî D ⊂ R2, ñå íàðè÷à åäíîñâúðçàíî, àêî
çà âñÿêà íåïðåêúñíàòà çàòâîðåíà êðèâà ëèíèÿ γ ⊂ D å èçïúëíåíî Intγ ⊂
D, êúäåòî ñ Intγ å îçíà÷åíî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè, êîèòî ñå
íàìèðàò â îãðàíè÷åíîòî ìíîæåñòâî D̃ ñ êîíòóð ∂D̃ = γ.

Íåêà ñåãà D ⊂ R2 å åäíîñâúðçàíà îáëàñò (âèæ Äåôèíèöèÿ 1.4.13) è çà
âñè÷êè òî÷êè îò òàçè îáëàñò ñà äåôèíèðàíè òðè ôóíêöèè

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (6.1.2)

èëè, êîåòî å ñúùîòî, åäíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ

r = r(u, v), (6.1.2∗)

êúäåòî r(u, v) å âåêòîð ñ êîìïîíåíòè x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v).

Äåôèíèöèÿ 6.1.9 Êàçâà ñå, ÷å óðàâíåíèÿòà (6.1.2), èëè âñå åäíî (6.1.2∗),
äåôèíèðàò ãëàäêà ïîâúðõíèíà, àêî ôóíêöèèòå (6.1.2) ñà íåïðåêúñíàòî äè-
ôåðåíöèðóåìè â îáëàñòòà D è âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå

N = r ′
u(u, v)× r ′

v(u, v) ̸= 0, (u, v) ∈ D, (6.1.3)

a âåêòîðèòå

N = r ′
u(u, v)× r ′

v(u, v), n =
N

∥N∥
(6.1.4)

ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íîðìàëåí âåêòîð (èëè íîðìàëà) è åäèíè÷åí íîð-
ìàëåí âåêòîð êúì òàçè ïîâúðõíèíà. Àêî ïîâúðõíèíàòà íå å ãëàäêà, íî
ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà êðàåí áðîé ãëàäêè ÷àñòè, òÿ ñå íàðè÷à ÷àñòè÷íî
ãëàäêà èëè ïî ÷àñòè ãëàäêà ïîâúðõíèíà.

Ïîðàäè íåïðåêúñíàòàòà äèôåðåíöèðóåìîñò íà (6.1.2) è óñëîâèåòî (6.1.3)
ñëåäâà, ÷å âåêòîðúò n å íåïðåêúñíàò ïî u è v â íÿêàêâà îêîëíîñò íà ïðîèç-
âîëíà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà, ò.å. â îêîëíîñòòà íà âñÿêà òî÷êà îò ãëàäêà
ïîâúðõíèíà ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî âåêòîðíî ïîëå îò íîðìàëè .

Èçîáùî, âúðõó öÿëàòà ïîâúðõíèíà òàêîâà íåïðåêúñíàòî âåêòîðíî ïîëå
îò íîðìàëè ìîæå è äà íå ñúùåñòâóâà.



146 ÃËÀÂÀ 6. ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÈ È ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

Ïðèìåð 6.1.1 (Ëèñò íà Ìüîáèóñ) Íàïðèìåð àêî çàëåïèì ïðàâîúãúëíè-
êà ABCD òàêà, ÷å A äà ñúâïàäà ñ C, à B ñ D, òî ñå ïîëó÷àâà ïîâúðõíèíà,
èçâåñòíà êàòî ëèñò íà Ìüîáèóñ. Íåéíàòà íîðìàëà ñå õàðàêòåðèçèðà ñ
òîâà, ÷å ñëåä êàòî íàïðàâè åäíà îáèêîëêà, òÿ ñìåíÿ ïîñîêàòà ñè ñ ïðî-
òèâîïîëîæíàòà.

Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå ñå ðàçãëåæäàò ñàìî òàêèâà ïîâúðõíèíè,
çà êîèòî ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî âåêòîðíî ïîëå îò íîðìàëè âúðõó öÿëàòà
ïîâúðõíèíà. Ïðèåòî å òàêèâà ïîâúðõíèíè äà ñå íàðè÷àò äâóñòðàííè.

6.2 Äåôèíèöèè çà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò

ïúðâè è âòîðè ðîä

Íåêà ôóíêöèèòå f(x, y, z), P (x, y, z), Q(x, y, z) è R(x, y, z) ñà äåôèíèðà-
íè âúðõó íåïðåêúñíàòàòà ïðîñòà ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà Γ ñ íà÷àëíà òî÷êà
A è êðàéíà òî÷êà B.

Ôèãóðà 6.1.1 Êðèâàòà Γ

Ñ ïîìîùòà íà òî÷êèòå A ≡ A0, A1, . . . , An ≡ B ñ êîîðäèíàòè ñúîòâåòíî
Ai(xi, yi, zi) (i = 0, 1, 2, . . . n), êðèâàòà Γ å ðàçäåëåíà íà n äúãè÷êè è âúðõó
âñÿêà äúãè÷êà ïðîèçâîëíî å èçáðàíà òî÷êàMi(ξi, ηi, ζi), â êîÿòî ñå ïðåñìÿàò
ñòîéíîñòèòå f(ξi, ηi, ζi), P (ξi, ηi, ζi), Q(ξi, ηi, ζi), R(ξi, ηi, ζi) íà ôóíêöèèòå f ,
P , Q è R. Äà îòáåëåæèì, ÷å àíàëîãè÷åí ïðîöåñ íà ðàçäåëÿíå ìîæå äà áúäå
ïðîâåäåí è â ñëó÷àé íà çàòâîðåíà êðèâà, àêî çà òî÷êà A0 (An) ñå âçåìå êîÿ
äà å íåéíà òî÷êà, à îñòàíàëèòå òî÷êè Ai äà ñå ðàçïîëîæàò ïîñëåäîâàòåëíî
ïî êðèâàòà â åäíàòà îò äâåòå âúçìîæíè ïîñîêè.
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Çà äúëæèíàòà íà i-òà äúãè÷êà å èçïîëçâàíî îçíà÷åíèåòî ∆li, à çà äúë-
æèíàòà íà íàé-äúëãàòà äúãè÷êà îò ðàçäåëÿíåòî − δn, ò.å.

∆li = äúëæèíàòà íà
⌢

Ai−1Ai, δn = max
i=1÷n

∆li.

Íàðåä ñ òîâà ñà âúâåäåíè è îçíà÷åíèÿòà

∆xi = xi − xi−1, ∆yi = yi − yi−1, ∆zi = zi − zi−1, çà i = 1, 2, · · · , n.

Ïî-íàòàòúê ñà îáðàçóâàíè ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëíè ñóìè çà âñÿêà åäíà îò
ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè, êàêòî ñëåäâà

σn(f) =
n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆li, (6.2.1)

σn(P ) =
n∑
i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi, (6.2.2)

σn(Q) =
n∑
i=1

Q(ξi, ηi, ζi)∆yi, (6.2.3)

σn(R) =
n∑
i=1

R(ξi, ηi, ζi)∆zi. (6.2.4)

Äåôèíèöèÿ 6.2.1 Ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíàòà ñóìà (6.2.1) (àêî ñúùåñ-
òâóâà, íå çàâèñåéêè íèòî îò íà÷èíà íà ðàçäåëÿíå, íèòî îò èçáîðà íà
òî÷êèòå Mi) ïðè δn, êëîíÿùà êúì íóëà, ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí èíòåã-
ðàë îò ïúðâè ðîä îò ôóíêöèÿòà f(x, y, z) âúðõó êðèâàòà Γ è ñå çàïèñâà∫
Γ

f(x, y, z)dl, èëè êðàòêî
∫
Γ

fdl, ò.e. êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè

ðîä ñå äåôèíèðà ñ ðàâåíñòâîòî∫
Γ

f(x, y, z)dl = lim
δn→0

σn(f) = lim
δn→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆li, (6.2.5)

àêî ãðàíèöàòà â (6.2.5) ñúùåñòâóâà.
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Äåôèíèöèÿ 6.2.2 Ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíàòà ñóìà (6.2.2) (àêî ñúùåñ-
òâóâà, íå çàâèñåéêè íèòî îò íà÷èíà íà ðàçäåëÿíå, íèòî îò èçáîðà íà
òî÷êèòå Mi) ïðè δn, êëîíÿùà êúì íóëà, ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí èíòåã-
ðàë îò âòîðè ðîä îò ôóíêöèÿòà P (x, y, z) âúðõó êðèâàòà Γ è ñå çàïèñâà∫
Γ

P (x, y, z)dx, èëè êðàòêî
∫
Γ

Pdx. Àíàëîãè÷íî (÷ðåç ãðàíèöèòå íà (6.2.3)

è (6.2.4)) ñå äåôèíèðàò ñúîòâåòíî
∫
Γ

Qdy è
∫
Γ

Rdz, ò.e. êðèâîëèíåéíèòå

èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä ñå äåôèíèðàò ñ ðàâåíñòâàòà∫
Γ

P dx = lim
δn→0

σn(P ),

∫
Γ

Q dy = lim
δn→0

σn(Q),

∫
Γ

R dz = lim
δn→0

σn(R), (6.2.6)

ðàçáèðà ñå, àêî ãðàíèöèòå â (6.2.6) ñúùåñòâóâàò.

Äåôèíèöèÿ 6.2.3 Ñóìàòà íà êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä∫
Γ

P (x, y, z)dx,
∫
Γ

Q(x, y, z)dy,
∫
Γ

R(x, y, z)dz, àêî òå ñúùåñòâóâàò, ñúùî ñå

íàðè÷à êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä âúðõó êðèâàòà Γ (�îò îáù
âèä�) è ñå îçíà÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí∫

Γ

P dx+Q dy +R dz =

∫
Γ

P dx+

∫
Γ

Q dy +

∫
Γ

R dz. (6.2.7)

Êàçâà ñå ñúùî, ÷å èíòåãðàëúò (6.2.7) å êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè
ðîä îò âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ

F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

âúðõó êðèâàòà Γ è ñå çàïèñâà îùå âúâ âèäà
∫
Γ

F dr, ò. e.

∫
Γ

F dr =

∫
Γ

P dx+Q dy +R dz. (6.2.8)

Äà ñúïîñòàâèì ñåãà äåôèíèðàíèòå èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä ñ òåçè îò
ïúðâè ðîä. Âúïðåêè î÷åâèäíîòî ñõîäñòâî íà äâåòå äåôèíèöèè, èìà ñúùåñ-
òâåíà ðàçëèêà ìåæäó òÿõ. Òàêà íàïðèìåð, ïðè êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò
ïúðâè ðîä ïðè ñúñòàâÿíå íà èíòåãðàëíàòà ñóìà ñòîéíîñòòà f(ξi, ηi, ζi) íà
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ôóíêöèÿòà f å óìíîæåíà ñ äúëæèíàòà íà äúãàòà ∆li íà ÷àñòòà
⌢

Ai−1Ai îò

êðèâàòà
⌢

AB, äîêàòî ïðè êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ñòîéíîñòòà
f(ξi, ηi, ζi) ñå óìíîæàâà ñ âåëè÷èíàòà íà ïðîåêöèÿòà ∆xi (∆yi èëè ∆zi) íà

ñïîìåíàòàòà äúãè÷êà
⌢

Ai−1Ai âúðõó îñòà Ox (Oy èëè Oz).

ßñíî å, ÷å îðèåíòàöèÿòà (ïîñîêàòà íà îïèñâàíå) íà êðèâàòà
⌢

AB, ïî
êîÿòî ñå èíòåãðèðà, íå âëèÿå íà ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà îò ïúðâè ðîä,

çàùîòî äúëæèíàòà ∆li íà äúãàòà
⌢

Ai−1Ai íå çàâèñè îò òàçè îðèåíòàöèÿ. Ïî
äðóã íà÷èí ñòîÿò íåùàòà ïðè èíòåãðàëèòå îò âòîðè ðîä. Â òîçè ñëó÷àé
âåëè÷èíàòà ∆xi (ñúîòâåòíî ∆yi èëè ∆zi) ñúùåñòâåíî çàâèñè îò ïîñîêàòà
íà îïèñâàíå íà äúãàòà è ñìåíÿ çíàêà ñè ñúñ ñìÿíàòà íà ïîñîêàòà íà îáõîä
íà êðèâàòà ñ îáðàòíàòà. Ïî òàêúâ íà÷èí, çà èíòåãðàëèòå îò âòîðè ðîä ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà∫

⌢

BA

P (x, y, z)dx = −
∫
⌢

AB

P (x, y, z)dx,

ñúîòâåòíî ∫
⌢

BA

Q(x, y, z)dy = −
∫
⌢

AB

Q(x, y, z)dy,

∫
⌢

BA

R(x, y, z)dz = −
∫
⌢

AB

R(x, y, z)dz,

ïðè òîâà, îò ñúùåñòâóâàíåòî íà èíòåãðàëèòå, êîèòî ñå íàìèðàò îò åäíàòà
ñòðàíà íà ðàâåíñòâàòà, ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî è íà èíòåãðàëèòå îò äðóãàòà
ñòðàíà. Íàé-ñåòíå, è çà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë �îò îáù âèä� å èçïúëíåíî
àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâî, êàêòî ñëåäâà∫

⌢

BA

P dx+Q dy +R dz = −
∫
⌢

AB

P dx+Q dy +R dz, (6.2.9)

êîåòî ïîêàçâà, ÷å è â òîçè ñëó÷àé ñìÿíàòà íà ïîñîêàòà íà èíòåãðèðàíå
ñìåíÿ çíàêà íà èíòåãðàëà.

Êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà (6.2.5) è (6.2.6) ìîæå äà ñå ïîëó÷è êðèâîëèíååí
èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä è äâà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëà îò âòîðè ðîä çà
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ðàâíèííàòà êðèâà Γ =
⌢

AB, à èìåííî∫
Γ

f(x, y)dl,

∫
Γ

P (x, y) dx,

∫
Γ

Q(x, y) dy. (6.2.10)

Ñóìàòà íà ïîñëåäíèòå äâà èíòåãðàëà è â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí
èíòåãðàë îò âòîðè ðîä âúðõó êðèâàòà Γ (�îò îáù âèä�) è ñå îçíà÷àâà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí∫

Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫
Γ

P (x, y) dx+

∫
Γ

Q(x, y) dy. (6.2.11)

Êàêòî å îòáåëÿçàíî ïî-ãîðå, êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä çà-

âèñè îò ïîñîêàòà íà îïèñâàíå íà êðèâàòà Γ =
⌢

AB. Çàòîâà òðÿáâà äà áúäå
íàïðàâåíà ñïåöèàëíà óãîâîðêà çà òîâà, êàêâî äà ðàçáèðàìå ïîä ñèìâîëèòå
(6.2.9) è (6.2.11), êîãàòî Γ å çàòâîðåíà êðèâà (ò.å. êîãàòî òî÷êàòà A ñúâïàäà
ñ òî÷êàòà B).

Îò äâåòå âúçìîæíè ïîñîêè íà îïèñâàíå íà çàòâîðåíèÿ êîíòóð Γ, ïîëî-
æèòåëíà ñå íàðè÷à òàçè ïîñîêà, ïðè äâèæåíèåòî ïî êîÿòî îáëàñòòà, ëåæàùà
âúâ âúòðåøíîñòòà íà êîíòóðà, îñòàâà îò ëÿâàòà ñòðàíà (ò.å. äâèæåíèåòî ñå
èçâúðøâà îáðàòíî íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà).

Çàáåëåæêà 6.2.1 Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå ñå ñ÷èòà (îñâåí àêî íå
å êàçàíî íåùî äðóãî), ÷å çàòâîðåíèÿò êîíòóð Γ, ïî êîéòî ñå èçâúðøâà
èíòåãðèðàíåòî, âèíàãè ñå îïèñâà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà.

Êîãàòî å íåîáõîäèìî äà ñå ïîä÷åðòàå ñïåöèàëíî, ÷å êîíòóðúò Γ (ïî êîéòî
ñå èíòåãðèðà) å çàòâîðåí, êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä (6.2.9),
ñúîòâåòíî (6.2.11), ñå îçíà÷àâà êàêòî ñëåäâà∮

Γ

P dx+Q dy +R dz,

∮
Γ

P dx+Q dy.

Àíàëîãè÷íî íà èçëîæåíàòà òóê òåîðèÿ íà êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè â
òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R3 (êàêòî è â ðàâíèíàòà) ñå èçãðàæäà è òåîðèÿòà
íà êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè â ïðîñòðàíñòâîòî Rm çà m > 3.

Äà îòáåëåæèì â çàêëþ÷åíèå, ÷å åëåìåíòàðíèòå ñâîéñòâà íà îáèêíîâå-
íèòå ðèìàíîâè èíòåãðàëè (êàòî ëèíåéíîñò è àäèòèâíîñò îòíîñíî ìíîæåñò-
âàòà) ëåñíî ñå ïðåíàñÿò âúðõó ðàçãëåæäàíèòå êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè, íî
íèå íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà òîâà.
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6.3 Ñâîéñòâà è ïðåñìÿòàíå íà êðèâîëèíåéíè

èíòåãðàëè

Àêî Γ å ãëàäêà (ïî ÷àñòè ãëàäêà) êðèâà ëèíèÿ, çàäàäåíà â ïàðàìåòðè÷-
íèÿ âèä

Γ ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t); t ∈ [t1, t2]} , (6.3.1)

è f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó Γ, òî êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ïúð-
âè ðîä (6.2.5) ñúùåñòâóâà è ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ñëåäíèÿ îïðåäåëåí èíòåãðàë∫

Γ

f(x, y, z) dl =

t2∫
t1

f(φ(t), ψ(t), χ(t))
√
φ ′ 2(t) + ψ ′ 2(t) + χ ′ 2(t) dt. (6.3.2)

Ïðè äàäåíèòå äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ, àäèòèâíîñòèòå íà êðèâîëèíåéíèÿ
èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä îòíîñíî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ è îòíîñíî èíòåã-
ðàöèîííàòà êðèâà ñëåäâàò è îò (6.3.2).

Àêî êðèâàòà Γ å çàäàäåíà â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè

Γ ≡ {x = x, y = ψ(x), z = χ(x); z ∈ [a, b]} , (6.3.3)

òî ôîðìóëàòà (6.3.2) ñå ñâåæäà äî∫
Γ

f(x, y, z) dl =

b∫
a

f(x, ψ(x), χ(x))
√

1 + ψ ′ 2(x) + χ ′ 2(x) dx. (6.3.4)

Àêî Γ å ðàâíèííà êðèâà, çàäàäåíà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, ò.å.

Γ : ρ = ρ(ϑ), ϑ ∈ [ϑ1, ϑ2], (6.3.5)

òî èíòåãðàëúò îò ïúðâè ðîä (6.2.10) ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà∫
Γ

f(x, y) dl =

ϑ2∫
ϑ1

f(ρ cosϑ, ρ sinϑ)
√
ρ 2 + ρ ′ 2 dϑ. (6.3.6)

Çà èëþñòðàöèÿ å ðàçãëåäàí ñëåäíèÿò ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.3.1 Äà ñå ïðåñìåòíå
∫
Γ

√
y dl, êúäåòî Γ å äúãà îò öèêëîèäàòà

Γ ≡ {x = t− sin t, y = 1− cos t; t ∈ [0, π]} .
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Òúé êàòî êðèâàòà Γ, ïî êîÿòî ñå èíòåãðèðà, å çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî, çà
ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà ñå ïðèëàãà ôîðìóëàòà (6.3.2), êîåòî âîäè äî ñëåä-
íèÿ ðåçóëòàò

∫
Γ

√
y dl =

π∫
0

√
1− cos t

√
(1− cos t)2 + sin2 t dt =

=
√
2

π∫
0

(1− cos t) dt =
√
2π. �

Íåêà ôóíêöèèòå P (x, y, z), Q(x, y, z) è R(x, y, z) ñà äåôèíèðàíè âúðõó
ãëàäêàòà êðèâà Γ ñ íà÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B.

Àêî êðèâàòà Γ å çàäàäåíà â ïàðàìåòðè÷íèÿ âèä (6.3.1), òî êðèâîëèíåé-
íèÿò èíòåãðàë (6.2.7) îò âòîðè ðîä ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç îïðåäåëåí èíòåãðàë
ñúãëàñíî ôîðìóëàòà

∫
Γ

P dx+Q dy +R dz =

t2∫
t1

{
P̃φ′ + Q̃ψ′ + R̃χ′

}
dt, (6.3.7)

êúäåòî

P̃ (t) = P [φ(t), ψ(t), χ(t)] , Q̃(t) = Q [φ(t), ψ(t), χ(t)] ,

R̃(t) = P [φ(t), ψ(t), χ(t)] .

Ïî-íàäîëó ñëåäâàò äâà ïðèìåðà, â êîèòî å ïðèëîæåíà òàçè ôîðìóëà.

Ïðèìåð 6.3.2 Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
C

y dx− x dy + (x+ y + z) dz

âúðõó âèíòîâàòà ëèíèÿ

C ≡
{
x = a cos t, y = a sin t, z =

h

2π
t; t ∈ [0, 2π]

}
, a > 0, h > 0.
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Êðèâàòà C å çàäàäåíà ïàðàìåòðè÷íî è çàòîâà ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëàòà
(6.3.7) âîäè äî ñëåäíèòå ïðåñìÿòàíèÿ:

I =

2π∫
0

[
a sin t(−a sin t)− a cos t(a cos t) +

(
a cos t+ a sin t+

h

2π
t

)
h

2π

]
dt =

=

2π∫
0

(
−a2 + ha

2π
cos t+

ha

2π
sin t+

h2

4π2
t

)
dt = −2πa2 +

h2

2
. �

Ïðèìåð 6.3.3 Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
Γ

xy dx+ (x− y) dy

âúðõó ïàðàáîëàòà x = y2 îò òî÷êà O(0, 0) äî òî÷êà M(4, 2).

Ðàâíèííàòà êðèâà å çàäàäåíà ñ ÿâíà ôóíêöèÿ è çà ïàðàìåòúð å åñòåñòâå-
íî äà ñå âçåìå åäíàòà îò ïðîìåíëèâèòå (íåêà â òîçè ñëó÷àé òîâà äà áúäå
ïðîìåíëèâàòà y), êîåòî âîäè äî

Γ ≡
{
x = t2, y = t; t ∈ [0, 2]

}
Ñåãà âå÷å ìîæå äà ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà (6.3.7), êîÿòî â ñëó÷àÿ âîäè äî
ñëåäíèòå ïðåñìÿòàíèÿ

I =

2∫
0

(
t2 t 2t+ t2 − t

)
dt =

2∫
0

(
2t4 + t2 − t

)
dt =

202

15
. �

Äîòóê ñå çàíèìàâàõìå ñ âúïðîñà çà äèðåêòíî èíòåãðèðàíå. Ïîíÿêîãà
ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà ìîæå äà ñå óëåñíè, êàòî ñå èçïîëçâàò íÿêîè
ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà êàêòî íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ, òàêà è íà êðè-
âîëèíåéíèÿ èíòåãðàë.

Òàêà íàïðèìåð, àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïúëåí äèôåðåíöèàë,
ò. å. ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ U â åäíîñâúðçàíî
ìíîæåñòâîD, â êîÿòî (óñëîâèåòî çà åäíîñâúðçàíîñò å ñúùåñòâåíî è íå ìîæå
äà ñå ïðîïóñêà)

∂U

∂x
= P,

∂U

∂y
= Q,

∂U

∂z
= R, (6.3.8)
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òî ñòîéíîñòòà íà (6.2.7) íå çàâèñè îò êðèâàòà Γ =
⌢

AB íà èíòåãðèðàíå, à
ñàìî îò íà÷àëíàòà è êðàéíàòà òî÷êà, è íåãîâàòà ñòîéíîñò å U(B) − U(A).
Àêî êðèâàòà, ïî êîÿòî ñå èíòåãðèðà, å çàòâîðåíà, òî ñòîéíîñòòà íà êðèâî-
ëèíåéíèÿ èíòåãðàë ïðè èçïúëíåíè óñëîâèÿ (6.3.8) å íóëà.

Íåîáõîäèìèòå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ èçðàçúò

P dx+Q dy +R dz

äà áúäå ïúëåí äèôåðåíöèàë íà äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ U ñà:

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,

∂R

∂x
=
∂P

∂z
. (6.3.9)

Óñëîâèÿòà (6.3.9) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò.

Íåêà D å ðàâíèííî ìíîæåñòâî ñ ÷àñòè÷íî ãëàäêà ãðàíèöà, a ôóíêöèèòå

P (x, y), Q(x, y),
∂P

∂y
è
∂Q

∂x
ñà íåïðåêúñíàòè â çàòâîðåíîòî ìíîæåñòâî [D].

Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà íà Ãðèéí�Ãàóñ∮
Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy. (6.3.10)

Ïðèìåð 6.3.4 Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
Γ

(3x− y) dx+ (y − x) dy

âúðõó çàòâîðåíàòà íà÷óïåíà ëèíèÿ ABCA ñ âúðõîâå òî÷êà A(0, 0), òî÷êà
B(1, 0) è òî÷êà C(0, 2).

Èíòåãðàëúò ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàò ñ èçïîëçâàíå íà ôîðìóëàòà (6.3.7),
íî òúé êàòî ïðåäè òîâà íà÷óïåíàòà ëèíèÿ ABCA ñå íóæäàå îò ïàðàìåòðè-
çèðàíå, å ïðèëîæåíà ôîðìóëàòà íà Ãðèéí�Ãàóñ (6.3.10), ñïîðåä êîÿòî

I =

∫∫
D

(
∂(y − x)

∂x
− ∂(3x− y)

∂y

)
dx dy = 0.

Ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà è ñëåä îò÷èòàíå íà ôàêòà, ÷å ïîäèíòåãðàë-
íèÿò èçðàç (3x − y) dx + (y − x) dy å ïúëåí äèôåðåíöèàë, òúé êàòî çà
íåãî ñà èçïúëíåíè ñâîéñòâàòà (6.3.9) (ïî-òî÷íî d(y2/2 + 3x2/2 − xy) =
(3x− y) dx+ (y− x) dy), à êîíòóðúò, ïî êîéòî ñå èçâúðøâà èíòåãðèðàíåòî,
å çàòâîðåí. �
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6.4 Ïðèëîæåíèå íà êðèâîëèíåéíèòå

èíòåãðàëè

Êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè èìàò ìíîãîáðîéíè ãåîìåòðè÷íè è ôèçè÷íè
ïðèëîæåíèÿ. Òóê ñà èçáðîåíè ñàìî íÿêîè îò òÿõ.

Íàé-åëåìåíòàðíîòî å âúçìîæíîñòòà çà ïðåñìÿòàíåòî íà äúëæèíàòà íà
äúãàòà Γ, ïî êîÿòî ñå èçâúðøâà èíòåãðèðàíåòî. Òÿ ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç êðè-
âîëèíåéíèÿ èíòåãðàë ∫

Γ

dl, (6.4.1)

è òîâà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò (6.2.1) è (6.2.5) (çà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, â êîéòî
f(x, y, z) ≡ 1).

Ïðèìåð 6.4.1 Ñ ïîìîùòà íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä äà ñå
íàìåðè äúëæèíàòà íà àñòðîèäàòà

C ≡
{
x = a cos3 t, y = a sin3 t; t ∈ [0, 2π]

}
, a > 0.

Îò ãðàôèêàòà íà àñòðîèäàòà (Ôèã. 6.1.2) ñå âèæäà, ÷å òÿ å ñèìåòðè÷íà è
ïîðàäè òîâà å äîñòàòú÷íî äà ñå ñìåòíå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò êðèâàòà â
ïúðâè êâàäðàíò ïî ôîðìóëà (6.4.1) è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò äà ñå óìíîæè
ïî 4:

l =

∫
C

dl = 4

π

2∫
0

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2 dt = 6a. �

Ôèãóðà 6.1.2: Añòðîèäà
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Îò ôîðìóëàòà (6.3.10) íà Ãðèéí�Ãàóñ àâòîìàòè÷íî ñå ïîëó÷àâà ñëåäíà-
òà ôîðìóëà

σ =
1

2

∮
Γ

x dy − y dx (6.4.2)

çà ïðåñìÿòàíå íà ëèöå íà ðàâíèííî ìíîæåñòâî D, ÷èÿòî ãðàíèöà Γ å ïðîñòà
çàòâîðåíà êðèâà.

Îò (6.4.2) ïúê â ñëó÷àé íà ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ρ = ρ(φ) ñå ïîëó÷àâà

σ =
1

2

∮
Γ

ρ 2 dφ. (6.4.3)

Ïðèìåð 6.4.2 Ñ ïîìîùòà íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë äà ñå ïðåñìåòíå ëè-
öåòî íà åäíà íàâèâêà íà ñïèðàëàòà íà Àðõèìåä:

C ≡ {ρ = aφ, |φ ∈ [0, 2π]} , a > 0.

Ñëåä ïðèëàãàíå íà ôîðìóëàòà (6.4.3) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

σ =
1

2

∮
C

ρ2 dφ =
1

2

2π∫
0

a2φ2 =
a2

2
× φ3

3

∣∣∣∣2π
0

dφ =
4a2π3

3
. �

Ëèöåòî σ íà öèëèíäúð ñ óïðàâèòåëíà ëèíèÿ

C ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = 0; t ∈ [t1, t2]} ,

êîéòî å îãðàíè÷åí îò ðàâíèíàòà xOy è îò ëèíèÿòà

C∗ ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t); t ∈ [t1, t2]} ,

ñúùî ñå ïðåñìÿòà ñ êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä ïî ôîðìóëàòà∫
C

z dl, (6.4.4)

êúäåòî dl å ëèíåéíèÿò åëåìåíò íà äúãàòà C.
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Ïðèìåð 6.4.3 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà öèëèíäðè÷íàòà ïîâúðõíèíà ñ
óïðàâèòåëíà êðèâà x2 + y2 = 1, îãðàíè÷åíà îòäîëó îò ðàâíèíàòà xOy è
îòãîðå îò ïîâúðõíèíàòà z = xy.

Ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îêðúæíîñòòà ñà

C ≡ {x = cos t, y = sin t, | t ∈ [0, 2π]} .

Îò ãðàôèêàòà ñå âèæäà íàëè÷èå íà ñèìåòðèÿ,

Ôèãóðà 6.1.1

êîÿòî ñå èçïîëçâà ïðè ïðåñìÿòàíèÿòà ïî ôîðìóëà (6.4.4)

σ =

∫
C

z dl = 2

π

2∫
0

cos t sin t
√

(− sin t)2 + (cos t)2 dt =

π

2∫
0

sin 2t dt = 1. �

Àêî ρ(x, y, z) å ïëúòíîñòòà íà ìàòåðèàëíàòà êðèâà Γ, òî ìàñàòà m íà
òàçè êðèâà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ñëåäíèÿ êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä

m =

∫
Γ

ρ(x, y, z)dl,

à öåíòúðúò íà òåæåñòòà G(xG, yG, zG) íà ìàòåðèàëíà êðèâà èìà êîîðäèíàòè

xG =

∫
Γ

xρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
, yG =

∫
Γ

yρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
, zG =

∫
Γ

zρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
. (6.4.5)
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Ïðèìåð 6.4.4 Äàäåíà å ìàòåðèàëíà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êà M(1, 0)
ñ òî÷êà N(2, 3). Ïëúòíîñòòà âúâ âñÿêà òî÷êà å ðàâíà íà x2 + y2. Äà ñå
íàìåðÿò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà îòñå÷êàòà.

Êðèâàòà å ðàâíèííà è çàòîâà ñå èçïîëçâàò ôîðìóëèòå (6.4.5) â äâóìåðíèÿ
ñëó÷àé. Ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îòñå÷êàòà ñà

MN ≡ {x = 1 + t, y = 3t, | t ∈ [0, 1]} ,

à ëèíåéíèÿò åëåìåíò â òîçè ñëó÷àé å

dl =
√

(1 + t)′2 + (3t)′2 dt =
√
10.

Ìàñàòà íà ìàòåðèàëíàòà îòñå÷êà å

m =

1∫
0

(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt =

16
√
10

3
.

Ïðåñìÿòàò ñå ìîìåíòèòå îò ïúðâè ðåä

1∫
0

(1 + t)(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt = 9

√
10,

1∫
0

3t(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt = 11

√
10,

ñëåä êîåòî ñå ïîëó÷àâàò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà

x
G
=

27
√
10

16
√
10

=
27

16
, y

G
=

33
√
10

16
√
10

=
33

16
. �

Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä å ðàáîòàòà,
êîÿòî ñèëàòà

F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

èçâúðøâà çà ïðåìåñòâàíå ïî êðèâîëèíååí ïúò îò íà÷àëíàòà äî êðàéíàòà
ìó òî÷êà.
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Ïðèìåð 6.4.5 Äà ñå íàìåðè ðàáîòàòà, êîÿòî ñèëàòà

F(x, y, z) = yzi+ xzj+ xyk

èçâúðøâà ïî îòñå÷êàòà AB îò òî÷êàòà A(1, 1, 2) äî òî÷êàòà B(2, 2, 3).

Òúðñåíàòà ðàáîòà ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

I =

∫
AB

yz dx+ xz dy + xy dz,

è èç÷èñëåíèÿòà ìîãàò äà ñå èçâúðøàò ïî (6.3.7) ñëåä ïàðàìåòðèçàöèÿ íà
îòñå÷êàòà AB. Îáà÷å òóê òîâà å íàïðàâåíî ïî äðóã íà÷èí. Òúé êàòî ôóíê-
öèèòå P (x, y, z) = yz,Q(x, y, z) = yz èR(x, y, z) = xy óäîâëåòâîðÿâàò óðàâ-
íåíèÿòà (6.3.9), òî yz dx + xz dy + xy dz å ïúëåí äèôåðåíöèàë íà íÿêàêâà
ôóíêöèÿ U è èíòåãðàëúò íå çàâèñè îò ïúòÿ íà èíòåãðèðàíå. Ïî-âíèìàòåëåí
ïîãëåä ïîêàçâà, ÷å dU = d(xyz) = yz dx+ xz dy + xy dz, è ñëåäîâàòåëíî

I = U(2, 2, 3)− U(1, 1, 2) = 12− 2 = 10.

6.5 Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä

Íåêà S å ÷àñòè÷íî ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà è ôóíêöèÿòà f(x, y, z)
å äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà âúðõó íåÿ. Ïîâúðõíèíàòà ñå ðàçäåëÿ íà ÷àñòè
Si, êîèòî èìàò îáùè òî÷êè åâåíòóàëíî ïî ãðàíèöèòå ñè è ëèöà σi. Âúðõó
âñÿêà ÷àñò ñå èçáèðà ïðîèçâîëíà òî÷êà Mi(xi, yi, zi), â êîÿòî ñå ïðåñìÿòà
ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(xi, yi, zi).

Äåôèíèöèÿ 6.5.1 Àêî ñóìàòà
n∑
i=1

f(xi, yi, zi)σi èìà êðàéíà ãðàíèöà ïðè

óñëîâèå, ÷å ìàêñèìàëíàòà ïëîù σi êëîíè êúì íóëà (íå çàâèñåéêè íèòî
îò íà÷èíà íà ðàçäåëÿíå, íèòî îò èçáîðà íà òî÷êèòå Mi(xi, yi, zi)), ñå
êàçâà, ÷å ïîâúðõíèííèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä îò f(x, y, z) âúðõó S
ñúùåñòâóâà è ñå çàïèñâà∫∫

S

f(x, y, z) dσ = lim
maxσi→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)σi. (6.5.1)
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Àêî ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

S : r(x, y, z) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,

è f å íåïðåêúñíàòà âúðõó S, òî èíòåãðàëúò (6.5.1) ñúùåñòâóâà è ñå ïðåñìÿòà
ïî ôîðìóëàòà∫∫

S

f(x, y, z) dσ =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 du dv, (6.5.2)

êúäåòî E, F, G ñà ãàóñîâèòå êîåôèöèåíòè (6.5.3) íà ïîâúðõíèíàòà

E = (r′u)
2, G = (r′v)

2, F = r′u r
′
v. (6.5.3)

Àêî ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ÷ðåç ÿâíà ôóíêöèÿ z = z(x, y), òî íåçà-
âèñèìèòå ïðîìåíëèâè ìîãàò äà èãðàÿò ðîëÿòà íà ïàðàìåòðè è òîãàâà

EG− F 2 = 1 + (z′x)
2
+
(
z′y
)2

è ôîðìóëà (6.5.2) ïðèåìà âèäà:∫∫
S

f(x, y, z) dσ =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy (6.5.4)

Ïðèìåð 6.5.1 Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò ïúðâè ðîä

I = ⃝
∫∫
S

(x2 + y2)dσ,

êúäåòî S å ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = a2, a > 0.

Âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà ñôåðàòà â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè å

S ≡ r = a sinϑ cosφi+ a sinϑ sinφj+ a cosϑk,

D ≡ {(φ, ϑ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ϑ ≤ π} .
Ïðåñìÿòàò ñå èçðàçèòå

r′φ = −a sinϑ sinφi+ a sinϑ cosφj+ 0k,
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r′ϑ = a cosϑ cosφi+ a cosϑ sinφj− a sinϑk,

è ãàóñîâèòå êîåôèöèåíòè

E = a2 sin2 ϑ sin2 φ+ a2 sin2 θ cos2 φ = a2 sin2 θ,

F = −a2 sin θ cos θ sinφ cosφ+ a2 sin θ cos θ sinφ cosφ+ 0 = 0,

G = a2 cos2 ϑ cos2 φ+ a2 cos2 θ sin2 φ+ a2 sin2 ϑ = a2.

Â ðåçóëòàò íà ïðèëàãàíåòî íà ôîðìóëà (6.5.2) ñå ïîëó÷àâà çà ïðåñìÿòàíå
ñëåäíèÿò äâîåí èíòåãðàë

I =

∫∫
D

a2 sin2 ϑ
√
a4 sin2 ϑ− 02 dφ dϑ = a4

∫∫
D

sin3 ϑ dφ dϑ =

= a4
2π∫
0

dφ×
π∫

0

(1− cos2 ϑ) sinϑ dϑ =

= −2πa4
π∫

0

(1− cos2 ϑ) d cosϑ =
8πa4

3
. �

6.6 Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä

Íåêà S å ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà, âåêòîðúò

n(x, y, z) = cosαi+ cos βj+ cos γk

å åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð êúì íåÿ (êîéòî îïðåäåëÿ åäíàòà îò äâåòå ñòðà-
íè íà ïîâúðõíèíàòà) è

F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

å âåêòîðíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà âúðõó S.
Ïðîåêöèÿòà íà âåêòîðà F âúðõó íîðìàëàòà êúì ïîâúðõíèíàòà S å

Fn = F(x, y, z).n(x, y, z) = P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cos β+R(x, y, z) cos γ.
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Äåôèíèöèÿ 6.6.1 Èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò ïúðâè ðîä∫∫
S

(P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cos β +R(x, y, z) cos γ) dσ

ñå íàðè÷à èíòåãðàë ïî ïîâúðõíèíà îò âòîðè ðîä îò âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ
F ïî îïðåäåëåíàòà ñòðàíà îò ïîâúðõíèíàòà S è ñå çàïèñâà∫∫

S

P dy dz +Q dz dx+R dx dy =

∫∫
S

(P cosα +Q cos β +R cos γ) dσ.

(6.6.1)

Àêî ñå ïðîåêòèðà ïî íîðìàëàòà íà äðóãàòà ñòðàíà íà ïîâúðõíèíàòà S,
èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò âòîðè ðîä ñìåíÿ çíàêà ñè.

Çà óäîáñòâî äà îçíà÷èì èíòåãðàëà (6.6.1) êàêòî ñëåäâà

I ≡
∫∫
S

P dy dz +Q dz dx+R dxdy.

Àêî ãëàäêàòà (÷àñòè÷íî ãëàäêàòà) ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî
ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

r(x, y, z) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,

è âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ F å äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà âúðõó S, òî ïîâúð-
õíèííèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ñúùåñòâóâà è ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ñëåäíèÿ
äâîåí èíòåãðàë

I =

∫∫
D

(P cosα +Q cos β +R cos γ)
√
EG− F 2 du dv. (6.6.2)

Íîðìàëíèÿò âåêòîð N(A,B,C) êúì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà
ïîâúðõíèíà ñå ïîëó÷àâà êàòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà òàíãåíöèàëíè
êúì ïîâúðõíèíàòà âåêòîðà, ò.å.

N(A,B,C) = r′u × r′v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ .
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Òúé êàòî
EG− F 2 = A2 +B2 + C2,

òî

I =

∫∫
D

(PA+QB +RC) du dv. (6.6.3)

Àêî ãëàäêàòà (÷àñòè÷íî ãëàäêàòà) ïîâúðõíèíà å çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî
z = z(x, y), (x, y) ∈ D, ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë
îò âòîðè ðîä (6.6.2) äîáèâà âèäà

I =

∫∫
D

(P cosα+Q cos β +R cos γ)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy,

(6.6.4)
à ôîðìóëà (6.6.3) ñúîòâåòíî

I =

∫∫
D

{
−P [x, y, z (x, y)]

∂z

∂x
−Q [x, y, z (x, y)]

∂z

∂y
+R [x, y, z (x, y)]

}
dx dy.

(6.6.5)
Â ñëó÷àé, ÷å ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ÷ðåç óðàâíåíèåòî

F (x, y, z) = 0, (x, y) ∈ D,

âçåìàéêè ïðåäâèä èçðàçèòå çà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà z(x, y), ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíàòà ôîðìóëà:

I =

∫∫
D

(
PF ′

x +QF ′
y +RF ′

z

) dx dy

F ′
z

. (6.6.6)

Ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëèòå îò âòîðè ðîä ìîæå äà ñå îïðîñòè ÷óâñò-
âèòåëíî, àêî ñå èçïîëçâàò íÿêîè ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà íà ïîäèíòåãðàëíèòå
ôóíêöèè è íà èíòåãðàëèòå. Èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíà â òîâà îòíîøåíèå ñå
îêàçâà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ�Îñòðîãðàäñêè. Òÿ äàâà âðúçêà ìåæäó ïîâúðõ-
íèíåí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä è òðîåí èíòåãðàë â ñëó÷àé íà ãëàäêà (÷àñòè÷íî
ãëàäêà) çàòâîðåíà ïîâúðõíèíà S, êîÿòî å ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî V ⊂ R3

è íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèèòå

P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z),
∂P

∂x
,
∂Q

∂y
,
∂R

∂z
,
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ò.å. â ñèëà å ôîðìóëàòà

⃝
∫∫
S

P dy dz+Q dz dx+R dx dy =

∫∫∫
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx dy dz. (6.6.7)

Äðóãà ïîëåçíà ôîðìóëà å ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ, êîÿòî äàâà çàâèñèìîñò
ìåæäó êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä è ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò
âòîðè ðîä. Íåêà Γ å ÷àñòè÷íî ãëàäêà çàòâîðåíà êðèâà â R3 è ôóíêöèè-
òå P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) çàåäíî ñ ïúðâèòå ñè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ñà
íåïðåêúñíàòè. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ∮

Γ

P dx +Q dy +R dz =

∫∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy dz

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy, (6.6.8)

êúäåòî S å ïðîèçâîëíà äâóêðàòíî ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà, îïúíàòà
íà êðèâàòà Γ.

Ïðèìåð 6.6.1 Äà ñå ïðåñìåòíå

⃝
∫∫
S

x dy dz + y dz dx+ z dx dy

ïî âúíøíàòà ñòðàíà íà êðàéíèÿ îáåì, ïîëó÷åí ïðè ïðåñè÷àíåòî íà ðàâ-
íèíàòà z = 1 è ðîòàöèîííèÿ ïàðàáîëîèä z = x2 + y2.

Èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî ÷àñòè÷íî ãëàäêà ïîâúðõíèíà S, êîÿòî å
îáåäèíåíèå îò çàòâîðåí öåíòðàëåí åäèíè÷åí êðúã x2 + y2 = 1 â ðàâíèíàòà
z = 1, îçíà÷åí ñúñ S1, è ÷àñò îò ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2, z 6 1, îçíà÷åíà
ñúñ S2. Èìàìå:

S1 ≡ r = xi+ yj+ k, D ≡ x2 + y2 ≤ 1,

N =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = k, I1 =

∫∫
D

dx dy = π.
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Â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè ïîâúðõíèíàòà S2 èìà ïðåäñòàâÿíåòî

S2 ≡ r = r cosφi+ r sinφj+ r2k, D ≡ {0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π} ,

ïîðàäè êîåòî

N =

∣∣∣∣∣∣
i j k

cosφ sinφ 2r
−r sinφ r cosφ 0

∣∣∣∣∣∣ = −2r2 cosφi− 2r2 sinφj+ rk.

Òúé êàòî âúíøíàòà íîðìàëà íà ïîâúðõíèíàòà S2 ñî÷è �íàäîëó� (Ôèã. 5.9.2),
òî òðåòàòà �è êîîðäèíàòà å îòðèöàòåëíà, è âúíøíàòà íîðìàëà å ñ ïîñîêàòà
íà −N. Òîãàâà îò (6.6.3) ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò äâîåí èíòåãðàë:

I2 =

∫∫
D

[
r cosφ

(
2r2 cosφ

)
+ r sinφ

(
2r2 sinφ

)
− r3

]
dr dφ =

=

∫∫
D

r3 dr dφ = 2π
r4

4

∣∣∣∣1
0

=
π

2
,

è ñëåäîâàòåëíî

I = I1 + I2 = π +
π

2
=

3π

2
.

Ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà è àêî ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà íà Ãàóñ�
Îñòðîãðàäñêè (6.6.7), èìåííî

I = 3

∫∫∫
V

dx dy dz, V ≡
{
z ≤ 1, z ≥ x2 + y2

}
,

ñëåä êîåòî ñå ïðåìèíàâà êúì öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè. Ðåçóëòàòúò îò ïðåñ-
ìÿòàíåòî å

I = 3

1∫
0

2π∫
0

dφ

1∫
ρ2

ρ dz = 6π

1∫
0

ρ
(
1− ρ2

)
dρ =

= 6π

(
ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣1
0

=
3π

2
. �
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6.7 Ïðèëîæeíèå íà ïîâúðõíèííèòå èíòåãðàëè

Ëèöåòî σ íà ïîâúðõíèíàòà S ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ÷ðåç ïîâúðõíèííèÿ
èíòåãðàë

σ =

∫∫
S

dσ. (6.7.1)

Ìàñàòà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíèíà S ñ ïëúòíîñò ρ(x, y, z) ñå ïðåñìÿòà
÷ðåç

M =

∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ, (6.7.2)

à êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà � ÷ðåç ôîðìóëèòå:

x
G
=

∫∫
S

xρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
, y

G
=

∫∫
S

yρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
, z

G
=

∫∫
S

zρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
.

(6.7.3)

Ïðèìåð 6.7.1 Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà z = xy,
êîÿòî å âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà x2 + y2 = 1.

Çà íàìèðàíå íà òúðñåíîòî ëèöå ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà (6.7.1), ïî êîÿòî

s =

∫∫
S

dσ =

∫∫
x2+y2≤1

√
1 + x2 + y2 dx dy.

Çà ïðåñìÿòàíå íà ïîñëåäíèÿ äâîåí èíòåãðàë å ïîäõîäÿùî äà ñå ïðåìèíå
êúì ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, ∆ = |J | = ρ,

êîåòî âîäè ïîñëåäîâàòåëíî äî

s =

∫∫
D

ρ
√

1 + ρ2 dρ dφ, D ≡ {0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π} ,

s =

2π∫
0

dφ×
1∫

0

ρ
√

1 + ρ2 dρ = 2π × 1

2

1∫
0

√
1 + ρ2 dρ2 = π

(
1 + ρ2

) 3
2

3
2

∣∣∣∣∣
1

0

,
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s =
2π

3

(
2
√
2− 1

)
. �

Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä å êîëè-
÷åñòâîòî ôëóèä, êîåòî ïðåìèíàâà ïðåç ïîâúðõíèíàòà S çà åäèíèöà âðåìå
â ïðîñòðàíñòâî, çàïúëíåíî ñ ôëóèä (ò.å. ïîòîêúò íà âåêòîðíî ïîëå ïðåç
ïîâúðõíèíà).

Ïðèìåð 6.7.2 Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå

F = (x+ y2, y + z3, x4 − 2z)

ïðåç âúíøíàòà ñòðàíà íà åëèïñîèäà

S :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0.

Ïîòîêúò íà äàäåíîòî âåêòîðíî ïîëå ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

Π =

∫∫
S

(x+ y2) dy dz + (y + z3) dz dx+ (x4 − 2z) dx dy.

Òúé êàòî åëåïñîèäúò S, ïî êîéòî ñå èçâúðøâà èíòåãðèðàíåòî, å çàòâîðåíà
ïîâúðõíèíà, ïîòîêúò ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà (6.6.7)
íà Ãàóñ�Îñòðîãðàäñêè. Çà öåëòà ïúðâî ñå èçèñêâà äà áúäe íàìåðåía ñóìàòà
P ′
x +Q′

y +R′
z. Òúé êàòî

P ′
x = 1, Q′

y = 1, R′
z = −2, òo P ′

x +Q′
y +R′

z = 1 + 1− 2 = 0.

Àêî T îçíà÷àâà âúòðåøíîñòòà íà äàäåíàòà ïîâúðõíèíà, òî çà ïîòîêà Π ñå
ïîëó÷àâà

Π =

∫∫∫
T

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dx dy dz =

∫∫∫
T

0 dx dy dz = 0. �
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